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Abstract. Les coniques sont couramment rencontrées dans un large
éventail de disciplines, y compris 'optique, la physique et divers autres
domaines. Par conséquent, la communauté des algébres géométriques
s’engage activement dans le développement d’algébres qui permettent
une représentation et manipulation efficace des coniques.

Les objets d’intersection de conique sont connus et pris en charge par des
algébres spécialisées dans la représentation des coniques, mais il n’existe
pas encore de formule élégante pour extraire les points d’intersection de
ceux-ci. Cet article propose une méthode d’extraction de points & partir
d’une intersection de coniques & travers le concept de faisceaux. Elle
sera basée sur QC2GA, la version 2D de QCGA (Quadric Conformal
Geometric Algebra), que nous prouvons également étre équivalente a
GAC (Geometric Algebra for Conics).
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1 Introduction

Les algébres géométriques (GA) sont un moyen pratique de représenter et ma-
nipuler des primitives géométriques. Ils sont utilisés en physique depuis des dé-
cennies [I3JI6/17] afin d’unifier et de simplifier certains modeéles.

De nos jours, les algébres géométriques sont trés répandus en informatique,
et se retrouvent dans divers domaines tels que les réseaux neuronaux [4122] et
Iinformatique graphique - ou elles peuvent étre utilisées pour manipuler des
primitives géomeétriques [7]. Pour une introduction aux algébres géométriques,
veuillez vous référer aux manuels de Perwass et Dorst [208].

Faire des plongements polynomiaux [20] en algébre géométrique étant chose
aisée, les algébres géométriques et les courbes polynomiales forment une union
prometteuse. C’est pourquoi plusieurs algébres ont déja été proposé pour représen-
ter, transformer et intersecter plusieurs courbes et surfaces polynomiales de
divers degrés.

Perwass [20] commenga par une simple approche basée sur des lames de G5 3
pour représenter des coniques construite avec 5 points. Cet algébre supporte
les translations et rotations de coniques, mais était présenté comme une preuve
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de concept & développer ultérieurement. Plus tard, Goldman et al. ont proposé
R(4,4) [12], un algébre composé de deux bases projectives R* et capable de sup-
porter les surfaces quadriques (et donc les coniques en retirant une dimension).
Similairement, DCGA - un algébre introduit par Easter et al. [9] - est composé
de deux bases de CGA et permet la représentation de cyclides de Darboux, qui
incluent les surfaces quadriques. La faiblesse commune de ces deux algébres est
qu’elles ne permettent pas la construction de leurs objets a partir de points.

Un autre algébre supportant les quadriques est QCGA (Quadric Conformal
Geometric Algebra)[I] de Breuils et al., qui est une extension en 3D de ’algébre
proposé au départ par Perwass explorant les intersections et transformations plus
avant. QCGA peut étre réduit en dimension (en retirant 7 vecteur de sa base)
pour construire QC2GA, un algébre pour manipuler les coniques. Et finalement,
GAC (Geometric Algebra for Conics) [I8] est une proposition plus récente de
Hrdina et al. , qui contrairement aux autres est spécialement dédiée aux coniques.
GAC a cependant été prouvée équivalente & QC2GA [6], ce papier ne fera donc
mention que de QC2GA pour la suite. Ces deux algébres, tout comme celle
de Perwass, permettent la construction de leurs objets & partir de points, et
ont comme point commun la capacité d’intersecter deux coniques en un objet
d’intersections de coniques, renfermant leurs points d’intersections mais sous
une forme non-trivialement extractible. En plus de pouvoir extraire ces points
d’intersections, il serait intéressant de pouvoir déterminer le type d’une conique,
notamment s’il s’agit d’une pair de ligne, et le cas échéant pouvoir extraire
ces lignes. Les coniques ont également un centre et plusieurs autres lignes et
foyers pertinents qu’il serait intéressant d’extraire et de manipuler. GAC est
en fait capable d’extraire des points d’intersection coniques dans certains cas
trés spécifiques [5], mais il serait préférable d’avoir une méthode générale qui
fonctionne sur n’importe quelle intersection.

Ce papier présente une méthode d’extraction de points de n’importe quelle in-
tersection de coniques. Il est organisé ainsi: Section [2]introduit un état de Part de
I'intersection de coniques en formalisme projectif et en algébre géométrique. Sec-
tion [3] présente QC2GA et GAC, et Section [ apporte l’algorithme d’extraction
de points des objets d’intersections de coniques en QC2GA, en utilisant un
polynéme cubique et les faisceaux de coniques naturellement supportés par
I’algébre.

2 Coniques : contexte théorique

Cette section introduit plusieurs moyens de représenter des coniques et leurs
propriétés.
2.1 Représentation des Coniques

On peut retracer les coniques jusqu’a la Gréce antique de Menaechmus en 380
av. J-C. Ces quelques derniers siécles, les mathématiciens ont lié ces courbes
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planaires aux polyndémes de degré deux & deux variables et & I’algébre projectif.
C’est le formalisme qui est utilise dans ce papier.

Comme expliqué par Faucette [10], les coniques sont des courbes polynomiales
planaires de degré 2 :

C:glx,y) =ax® + by’ +cry+de+ey+ f=0 (1)

Avec (a,b,c,d, e, f) € K¢ et K = R or C. Quand non-dégénérée et non-complexe,
une conique peut étre vue comme l'intersection d’un double coéne infini et d’un
plan.

Il est courant de travailler en espace projectif P? pour représenter les points
et P? pour les coniques.

P" est I'ensemble de toutes les classes d’équivalence (a;)ic(1n+1) € K"\
{0,} sous la relation d’équivalence (aq,...,ap41) ~ (b1,...,bpt1) < 3N €
K, (aj...,ans1) = A(bo,...,bps1). Un point fini (x,y) de K? est alors plongé
en tant que (z,y,1) (ou plus généralement en tant que (wz,wy,w)) dans P2,
et les points infinis de direction (z,y) sont incorporés en tant que (z,y,0). Afin
d’incorporer P? dans P°, nous considérons ’application polynomiale Q) : P? — P°
telle que Q(x,y,w) = (22, y?, vy, vw, yw, w?).

Les coniques sont donc représentées par les vecteurs de P° et 1’équation
devient alors :

C:¢" - Qz,y,w) =0 avec €=la,b,c,de,f] €P® (2)

Les coniques sont aussi souvent représentées par leur matrices hessiennes, qui
permettent de reformuler I’équation :

¢ d
“ 9 2
T c e
C:p'Hp=0 avec H = 3 b 3 (3)
d e
s 2/

Considérons cing points linéairement indépendants (p;);e1,5) de coordonnées
(T4, Yi, Wi)ic[1,5) € P2 et un point supplémentaire py de coordonnées (x,y,w) €
P2. Soit q; = Q(p;), Vi € [0,5]. L’équation de conique (C) est souvent exprimée
sous la forme du déterminant nul P = [g¢; ;] [14] :

22 Yy oy w  yw w?
Ty y% T1Yy1 Ti1wi Yrwi wi
L3 y% ToY2 TaWz YWz Wy
C :det(P) = =0 (4)
I3 y% I3Y3 T3wW3z Ysws wWsg

2
Ty Y1 TalYa T4W4 YaWa Wy

2
T5 Y5 TsYs TsWs YsWs Wy
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Puis, si on note m? (A) le mineur respectif de la matrice 4, i.e. le déterminant de
A avec sa i-éme colone et j-éme ligne retirée. Si on omet ’exposant pour j = 1,
i.e. m; =m}, on a:

a= mi(P) b=-mo(P) c= m3(P)
d=—-my(P) e= ms(P) f=—mge(P)

On peut tirer une régle plus générale : 'ensemble des coniques passant par n
points non-alignés est un sous-espace vectoriel de P° de dimension (5 —n) [11].
Nous pourrions alors argumenter que 4 points de controle formeraient au plus
un sous-espace vectoriel de dimension 1, 3 points un sous-espace vectoriel de
dimension 2, etc. Cela implique que la n-intersection de deux coniques C, et Cj
contient plus que leurs n points communs, car les 3 points d’une 3-intersection
générent un sous-espace vectoriel de dimension 2 alors que les deux coniques ne
créent qu’un sous-espace vectoriel de dimension 1.

(5)

2.2 Type d’une conique et cas dégénéré

Quand K = R, le type d’une conique est édicté par ces discriminants [21]:

25(C) = m3(H) = ab— + (6)

4
2 b2 2
AS(C) = det(?—[) = abf + ced C f 4 bd ae (7)

Ay(C)  Ag(C)  typeof C
0 Ellipse (peut étre imaginaire)
0 Parabole

0 Hyperbole
0

0

0

o+

Point
Deux lignes paralléles
Deux lignes sécantes

S

Lorsque K = R ou C, si A3(C) = 0, alors C est appelée dégénérée (ou ré-
ductible), ce qui veut dire qu’elle peut étre factorisée en deux lignes complexes.

2.3 Faisceaux

Soient Cy : go(x,y) = 0 et Cy : gp(z,y) = 0 deux coniques et A € R*. C) :
a(z,y) = ga(x,y) + Agp(z,y) = 0 est aussi une conique car g, sont g, des
formes linéaires de P® et

C,NCy=0C,NC\=C,NCy (8)

Ou N Popérateur ensembliste d’intersection.
Cela est di au fait que gx(z,y,w) = go(x,y, w) + Ags(x, y,w) , et donc si
deux des termes sont nuls, alors le troisiéme 1’est aussi, et si un des termes est
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non-nul, alors au moins un autre est non-nul aussi. Le 1-espace vectoriel généré
par C, et Cj est appelé leur faisceau.

Faisceau(Cy, Cp) = {K(Cy, + ACy) K, X eK} 9)
= {K(cos(8)C, + sin(8)Cy) K,§ € K} (10)

Fig. 1. Le faisceau (en gris) généré par deux coniques (en rouge et jaune) avec 4 points
d’intersection (& gauche) et 2 points d’intersections (a droite).

Quatre points non-alignés générent aussi un faisceau de conique, mais la
réciproque n’est pas vraie: I'intersection de deux coniques peut contenir moins
de 4 points (lorsque K = R) ou peut avoir un ou plusieurs points multiples (voir

Fig. .

2.4 Intersecter des coniques

La recherche des points d’intersection de deux conique est un probléme an-
cien. Deux coniques différentes peuvent avoir de 0 & 4 points d’intersection
(Pintersection d’une conique avec elle-méme est bien sir la conique entiére).
Les bases de Grobuer [I5] peuvent étre utilisées pour exprimer le probléme
d’intersection conique sous la forme d’un polynéme quartique. De plus, Faucette [10]
décrit une méthode pour résoudre n’importe quel polyndéme quartique en trou-
vant les points d’intersection de deux coniques. Par conséquent, trouver les
points d’intersection de deux sections coniques revient & trouver la racine d’un
polynéme quartique.

La méthode décrite par Faucette [I0] consiste a trouver une conique dégénérée
(c’est-a~dire qui peut étre factorisée en deux droites) dans le faisceau généré
par les deux coniques que l'on intersecte. Cette paire de lignes est ensuite sé-
parée en deux droites distinctes, qui peuvent étre ensuite utilisées pour trouver
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les points d’intersection avec I'une des coniques du faisceau. Une autre méth-
ode consiste a résoudre directement 1’équation quartique associée au probléme.
Richter-Geber [2I] reformule cette méthode de maniére plus compléte et donne
un processus détaillé pour trouver les intersections. Tout comme [10], ils résol-
vent I’équation cubique associée, trouvent une solution complexe quelconque en
utilisant une formule donnée, séparent la conique complexe dégénérée obtenue
en deux droites complexes et les intersecte I'une des coniques. Ces deux méth-
odes reposent fortement sur les nombres complexes, mais on pourrait choisir de
n’utiliser que des droites réelles si on se limitait aux intersections lignes-coniques.

Maintenant que les intersections de coniques sont introduits, la sections suiv-
ante présente deux algébres supportant les coniques.

3 Un apergu de QC2GA et GAC

3.1 Coniques et algébres géométriques

Revenons aux équations et , en considérant K = R. Calculer le détermi-
nant de la matrice P peut étre fait en travaillant dans Gg = A P® [20/19], ot on
trouve que les paramétres de la conique (a,b,c,d, e, f) sont les coordonées de la
lame de grade 5 /\ q;- L’équation de conique devient alors :

1€[1,5]

C:qiNg@2NgsANqaNgsAg=0 (11)

Ainsi le produit extérieur de cinq points nous donne une représentation na-
turelle de ’équation implicite des coniques. Cela méne directement a la proposi-
tion de Perwass [20] , et donc & QC2GA [I] et GAC [I8]. Dans ces algebres, les
points et coniques sont représentés ainsi dans leurs bases G5 3 respectives :

p = az2e; + yes + zyes + xey + yes + e (12)

C =p1 Ap2 Aps Aps Aps Ner Aes (13)

= ae] + be§ + ce§ + dej + eet + feg (14)

Dans , les €5, ..., eg représentent les compléments a droite des multivecteurs
€1,...,eg, opérateur défini par m A m® = I pour tout multivecteur m [3].

3.2 Two-dimensional Quadric Conformal Algebra (QC2GA)

QC2GA est la version 2D de QCGA [I] par Breuils et al. Sa signature est R%3,
mais on utilise la base non-diagonale suivante qui est bien plus pratique :
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€1 €2 €p; €oo; €oy €ooy €0z Eooy
€1 1
€9 1. .

€, |- - 0 -1

€sor| - - -1 0 . .
oy |- - - . 0 -1
€sop| - - - . -1 0 . .
€os 0 -1
syl - - - . . 10

Le formalisme de QC2GA repose sur les lames suivantes:

oo T ooy

€o = €o, + €0, (15) €oo = 5 (16)
I‘o> = (601 - 602) A €oy (17) Igo = (6001 _6002)/\6002 (18)
I, = ey, Neo, Ao, (19) To = €00y A ooy A €oog (20)
I. =e; Nes ANes (21) I=1I.NI NI, (22)
. QC2GA . Qe2GA .o
Les points ~ p et coniques C de QC2GA sont défini ainsi :
QC2GA 2 6001 26002
=e,+xe1 +yes +x Ter T+xyeoo3 (23)
T < A A O A O AL 2
Yot (o)1 4 (G2 y—1 1 el -1 -1
= G(T) + (7) + e, +dep +eey” + fe, (25)
= —2ae,, — 2be,, — ce,, + dej +eea — fes (26)
QC2GA

Avec (a,b,c,d, e, f) € R® les paramétres de la conique C représentée par C
QC2GA permet l'intersection de conique et I’évaluation de si un point repose
sur une conique :

QC2GA QC2GA QC2GA QC2GA QC2GA

Inter= C; v Cy =(Cy N Cy ) (27)
QC2GA QC2GA QC2GA
P eTO = PN O =0 = (0 )=0  (28)

3.3 Geometric Algebra for Conics (GAC)

GAC est un autre algebre géométrique fait pour les coniques [I8] par J. Hrdina

et al. Sa base (e1,ea, iy, Ny, i, n_,Nix,Nx) a la méme signature que QC2GA.
GAC
Les points Gﬁc et coniques C' sont construits ainsi dans GAC:

2 2 2 2
x° + xre —
=iy +zes +yer + —ony + =L+ ayn, (29)
GAC  GAC GAC _ GAC GAC _ GAC
C =Dp1 Ap2 ADp3s Aps ADs Aeo, Aeo, (30)
GAC

C*" =—(a+b)iy —(a—Db)i_ — ciix +dey +eex — fny (31)
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L’usage de GAC est le méme que celui de QC2GA.

GAC GAC GAC GAC GAC
Inter = Cy vV Cy = (C7 A C5)* (32)
GAC GAC GAC
DeC = DPAC =0 P (C)=0 (33)

4 Extraire des points d’intersections de coniques de
QC2GA

Une intersection peut contenir de 0 & 4 points. Cependant, le degré de cet ob-
jet est toujours de 6. Par conséquent, il n’est ni trivial de distinguer le type
d’intersection ni d’extraire les points, d’ott notre méthode. En sélectionnant une
conique dégénérée réelle a partir du faisceau de I'objet d’intersection, la conique
est factorisée en deux droites. Ces droites sont ensuite intersectées avec une autre
conique du faisceau de départ, ce qui donne les points d’intersection désirés. Cette
méthode opére exclusivement sur des objets réels, contrairement a ’approche de
Faucette qui utilise des droites complexes.

4.1 Faisceaux de QC2GA

Soit Inter une intersection de deux coniques et p un point hors de Inter, on
défini C = Inter A p comme la conique passant par tous les points de Inter
et par p. L’addition de coniques est autorisé dans QC2GA, donc on peut écrire
VA € R,Cy = C,+ M. Les points peuvent aussi étre additionnés, ce qui donne :

Inter = C, V Cy = (CF A CY)* (34)
C, = Inter A pq Pa € Ca \ Cy (35)
Cy = Inter A\ py Py € Cp \ Cq (36)
Cy = Inter A (pq + Apy) (37)

Le faisceau de C, et C} est donc généré par leur intersection Inter.

4.2 Meéthode d’extraction

L’étape suivante consiste en ’extraction des points contenus dans l'intersection.
Les deux coniques seront utilisées pour trouver une nouvelle paire de coniques,
dont 'une est dégénérée, en trouvant la racine d’un polynéme cubique associé.
La conique dégénérée sera ensuite factorisée en deux droites, qui seront inter-
sectées avec ’autre conique pour obtenir les points d’intersection en utilisant un
algorithme plus simple.
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Extraire deuxr coniques de Inter Pour construire deux coniques & partir
de Inter, on pourrait simplement choisir deux points au hasard et utiliser les
formules de —, mais cela pourrait conduire & des cas ou p, et pp générent
la méme conique. Pour éviter cela, il est possible de ne choisir qu'un seul point
Ppo au hasard, de générer une conique C, a partir de lui et de Inter, et d’extraire
Cp comme ’élément normé dans le 2-sous-espace vectoriel Inter perpendiculaire
a Cy.

C, = Inter A p, (38) Cy = Inter N C,° (39)

Trouver une conique dégénérée (Algorithme Maintenant que nous
avons deux coniques pertinentes avec lesquelles travailler, nous aimerions trou-
ver une conique dégénérée, car une conique dégénérée est soit un point (ce
qui rend le probléme trivial car nous prenons simplement ce point comme so-
lution éventuelle), soit une paire de droites que nous traiterons comme deux
droites distinctes, ce qui réduit 'intersection conique-conique & la tache plus
simple de déterminer des intersections ligne-conique. La recherche d’une conique
dégénérée dans le faisceau de Cp et Cy peut étre réalisée en résolvant I’équation
As(Cy + AC3) = 0, qui peut étre développée en ’équation (40))

A3(C1 + Cy) 4 A3(Cy — Cs)
2

Ag(Cg))\S + ( - A3(01)> A2

(40)

<A3(Cl + 02) — Ag(Cl — 02)
+ 2

- A3(C’2)> A+ A3(C) =0

Pour résoudre cette équation, on utilise une formule similaire a celle de Cardano,
mais qui évite certaines divisions et qui permet d’obtenir trés facilement la racine
réelle garantie en choisissant k£ = 0.

A = b* — 3ac Ay = 2b* — 9abe + 27a*d (41)
i2zk i =2k
Q:t—(’/Ali ﬁg—mg xk:—bJre 5 Q_nge 5 () (42)
a

En utilisant cette approche, on peut écrire I’Algorithme [I] qui extraient du
faisceau de Inter une conique dégénérée et une autre conique significativement
différente de la dégénérée. Les variables a, b, ¢, d ne sont pas les paramétres d’une
conique, mais les parameétres du polyndéme cubique.

Factoriser une paire de ligne (Algorithme @) Une paire de lignes et de la
forme :

—
N
w

=

Iy = cos(aq)z + sin(aq)y + wy

—
i
=

=

ly = cos(an)z + sin(asz)y + wo

C:Klhily=ax’>+by* +cry+detey+f=0 (

IS
[
~
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Algorithm 1: Trouve une conique dégénérée et une autre dans le
faisceau de Inter

Function gen degen and other
Input: Inter

Output: Cyeq,C1L

do p, < random_point() while p, A Inter =0
C, + Inter A p, Cy « Inter A (Cy)

a < As(Cy) b A3(Cq + Cv) + A3(Co — Cb)

— A3(Ca)

2
d<—A3(Ca) c AS(Ca+Cb)_A3(Ca_Cb)

2
Ag « b — 3ac Ay < 2% — 9abe + 27a%d
3/ Ay — /A2 — 4A3 3] Ay + /A2 —4A3

2« 5 24 5

A+ —3a pw—b+ 02+ 02,
Cdeg — ACa-l—/ACb Cp «~ —,uCa + AC

— A3(Ch)

ol K € R* est une constante quelconque multiplicative venant de ’aspect projec-
tif de la conique. Ces deux lignes peuvent étre extraites via la méthode présentée
par Richter-Gerbert [21]. Cette méthode est aussi utilisée par Byrtus et al. pour
leur travail sur leurs cas spécifiques d’intersections [5]. L’Algorithme 2| implé-
mente cela.

Algorithm 2: Algorithme de factorisation de paire de lignes

Function factor line pair
Input: Cg,
Output: ay, as, wi, ws // lines angles and offsets

H < hessian_matrix(Cgey) A < adjoint(H) ¢ < arg min{Ay ;}
k

0 —Ai2+41
D « +AZ‘,2 0 _Ai,O /\/ 7A¢_yi N+ H+D
—Ai1+A0 O

ur v wy = N arg max{N[L, jJ2 + N[2, 1%}
J

U, Vg, Wo — N{arg max{N[j,1]* + N[j,2]*]}, *]
J
a1  arctan2(vy,uy)  ag + arctan2(vg, ug)

return {ay, az, wi/\/u? + v, wa/\/ud + v3}

Ligne-conique intersection (Algorithme @ L’idée est d’appliquer une ro-
tation au probléme pour se retrouver avec une ligne verticale (ce qui signifie un
x connu), et on se retrouve avec un polynéme quadratique en y trivial.
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Algorithm 3: Algorithme d’intersection ligne-conique

Function conic line inter
Input: C,0,w
Output: points

R+ qc2ga_rotor(—6) [a,b,c,d,e, f] + RCR
T+ —w § <+ (cx + e)? — 4b(az® + dx + f) v

cos(f)x — ysin(0) 1 (—sin(6)
Po (sin(@)x + ’ycos(ﬂ)) AT ( cos(0) )
switch sgn(d) do
case + do return {py + v/du}
case 0 do return {po}
case — do return {}
end

cr +e

4.3 Algorithme Complet

En utilisant les algorithmes présentés dans les sections précédentes, on peut
écrire I’ Algorithme[d qui extrait les points d’intersection d’un objet d’intersection
de coniques. Cet algorithme a été implémenté en C++ avec Garamon [2] (voir
https://github.com/technolapin/qc2ga-intersection)). Figuredonne des
résultats de cette implémentation.

Algorithm 4: Algorithme d’extraction de points

Function extract pts from inter
Input: Inter

Output: a set of points

Caeg,C1L + gen_degen_and_other(Inter)

aq, a2, wr, we < factor_line_pair(Cgeq)

return conic_line _inter(C |, a1, w;) U conic_line inter(C, , as, ws)

5 Conclusion

Ce papier a présenté une méthode basée sur les algébres géométriques pour la
décomposition d’intersection conique-conique en points. Un travail plus avant
est & fournir pour augmenter la part d’algébre géométrique dans le processus.
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