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Résumé

Cet article présente les nombres complexes massiques qui sont les complexes usuels auxquels nous ajoutons un
poids complexe w. Si ce dernier est nul, nous obtenons des vecteurs, sinon, nous obtenons un point muni du
poids w. Ces nombres complexes massiques sont ensuite des points de controle de courbes de Bézier rationnelles
quadratiques dont nous étudions la cinématique. En utilisant le vecteur nul comme nombre complexe massique de
controdle, nous pouvons construire des segments et des arcs de cercles a extrémités stationnaires qui servent a la

construction des lettres cursives a, <, d et g

Mots-clés : Courbe de Bézier, nombres complexes mas-
siques, poids complexes, vecteur nul de contrdle, algorithme
de De Casteljau, points stationnaires et de rebroussements,
changement de parametre homographique, écriture manus-
crite.

1. Introduction

N

Les courbes de Bézier sont les courbes a points de
contréle le plus intuitif et ont été inventées par Pierre Bézier
[B€z86] chez Renault et Paul de Faget de Casteljau [Cas85]
chez Citroén. Dans un premier temps, ces courbes étaient le
lieu barycentrique de points pondérés dont les points étaient
les polynomes de Bernstein idoines : le nombre de points
est le degré de ces polyndmes plus 1. Ce modele, de degré
2 a trois points de contrdle Py, P; et P> permet de repré-
senter I’arc de parabole d’extrémités Py et P> et ayant pour
tangentes les droites (PoP1) en Py et (PoP;) en Po. Ce
modele présente deux inconvénients : le méme point P; di-
rige les tangentes en Py et P> ; il n’est pas possible d’ob-
tenir des arcs d’ellipses ou d’hyperboles. Pour remédier a
ce probleme, il suffit d’augmenter le degré et de prendre
une courbe de degré 3 a quatre points de contrdle Py, P,
P> et P3 ce qui permet de représenter des arcs de courbes
cubique d’extrémités Py et P3 et ayant pour tangentes les
droites (PyP1) en Py et (P3Ps) en P». Concernant le se-
cond probléme, il suffit de remplacer les points Py, P et

Ps par des points pondérés (Po;wq), (P1;w1) et (Pa;w2)
ce qui permet d’obtenir des arcs d’ellipses ou d’hyperboles
en tant que lieu de barycentres [Far92|[Far99,PT89]. Se pose
alors le probleme de I’existence de ces barycentres lorsque
la somme des poids s’annule [Gou83||Lad02|.ad03] puisque
dans ce cas, le barycentre n’existe plus et le résultat donne
un vecteur. La solution qui généralise la notion de bary-
centre consiste a utiliser des points massiques [EJ89[FI92].
En utilisant ce concept, a 1’aide de changement de para-
metre homographique, il est possible de déterminer les pro-
priétés des coniques propres [Béc97.IGB16,BG14] ce qui
est impossible en utilisant le concept de géométrie pro-
jective [PT95]. De plus, cette modélisation étant indépen-
dante de la structure métrique ou pseudo-métrique, il est
possible de I'utiliser dans 1’espace de Minkowski-Lorentz
[LSD* 14, DLG13l|GB17b,IGBD* 19,\GBD*20] pour repré-
senter des surfaces canal [GBD17,|GBMF135]). Il est possible
aussi, via ce modele, de construire des cyclides de Dupin en
tant que surfaces de subdivisions [GDB*21b,IGDB*21al.

Si nous nous intéressons a la cinématique de la courbe
i.e. contrbler les vecteurs vitesse aux extrémités, nous de-
vons utiliser un changement de parameétre quadratique qui
fait doubler le degré de la courbe [GEFB22]. L’ utilisation de
poids complexes permet de modéliser des arcs de cercles a
points extrémaux stationnaires. Il est alors pertinant de rem-
placer les points du plan affine ou les vecteurs du plan vec-
toriel par leur affixe dans le plan complexe mais lorsque
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nous avons un nombre complexe, nous devons savoir si
son image est un point ou un vecteur. En effet, consi-
dérons 1’arc de cercle modélisé par la courbe de Bézier
v de points massiques de controle My (—1) de poids 1,
Mj (+) de poids @ et My (1) de poids 1. Considérons
le demi-cercle modélisé par la courbe de Bézier vy de
points massiques de contrdle Ny (—1) de poids 1, ]V{ (2) et
N3 (1) de poids 1. Considérons la translation 7=; de vecteur
u (—%z). Les points massiques de controle de 7= (yar)
sont T2 (Mp) (—1 - %z) de poids 1, 7= (M) (—%z) de

poids @ et To (M2) (1 — %z) de poids 1. Les points mas-

siques de contrdle de 7= (vn) sont 7= (No) (—1 - %z) de
poids 1, 7;) (]7{) (2) et To (N2) (1 — %z) de poids 1, fi-
gure[ll

Les affixes de M et ]7{ sont les mémes mais les affixes
de T2 (M7) et de 7;) (]7{) different car’777> (]7{) = ]VI
L’exemple de la translation est le plus criant, mais ce résultat
est le méme pour toute transformation affine. Une solution
est d’utiliser les transformations massiques [GB17al. En ne
travaillant que sur les nombres complexes, il faut savoir si
un complexe donné est ’affixe d’un point du plan affine eu-
clidien ou un vecteur du plan vectoriel euclidien. Pour ce
faire, nous utilisons les complexes massiques qui permettent
de manipuler les vecteurs, de masse nulle, et les points pon-
dérés, de poids non nuls, du plan affine euclidien.

Afin de rester avec des courbes quadratiques, nous n’uti-
lisons pas les parties réelle et imaginaire qui sont de degré 4
mais nous adaptons 1’algorithme de De Casteljau en utilisant
un changement de parametre homographique afin de rem-
placer une courbe de Bézier sous forme standard par deux
courbes de Bézier sous forme standard. La figure [2] fournit
une représentation visuelle de la différence entre les deux
algorithmes pour construire une courbe de Bézier quadra-
tique rationnelle représentant un arc de cercle : 1’algorithme
projectif De Casteljau, Figure Pal ne produit pas une distri-
bution réguliere des points construits, contrairement a notre
algorithme De Casteljau généralisé, figure Dans la Fi-
gure 2al les angles sont donnés dans le tableau [Il Dans la
figure 2Bl I’angle entre deux points construits consécutifs et
le centre O du cercle est :

— — = 270
PyOBg = B;0B;+1 = BeOP> =33,75 = =
ol i € [0;5].

De plus, soit v la courbe de Bézier quadratique ration-
nelle en forme standard avec les points de contrdle (FPp,1),

(Pl, — \/Ti ) et (P2, 1) représentant les trois quarts de cercle

dans la Figure[2al Alors B3 =~y (%) Soit 1 ’'une des deux
sous-courbes de 7, en forme standard, avec les points finaux
(Po,1) et (B3, 1). Remarquez que les tangentes a la courbe
de Bézier en Py et B3 sont connues grace a 1’algorithme De
Casteljau. Contrairement aux courbes polynomiales, dans le

A

Tz (var)
T (Mo) =Tz (No)

Y B

FIGURE 1 — Points massiques de controle de courbes de Bé-
zier et transformation affine

cas rationnel, il est nécessaire d’effectuer une construction

itérative car
a1 (5)#((5)) = ()

Larticle est composé comme suivant. Le second pa-
ragraphe définit I’ensemble des nombres complexes mas-
siques. Le troisieéme paragraphe présente les courbes de Bé-
zier a poids complexes et 1’algorithme de De Casteljau. Dans
le quatriéme paragraphe, nous présentons la modélisation
d’arc de cercle par des courbes de Bézier rationnelles li-
néaires et dans le paragraphe suivant, nous présentons la mo-
délisation d’arc de cercle par des courbes de Bézier ration-
nelles quadratiques a points extrémaux stationnaires. Avant
de conclure et de donner des perspectives, nous construisons
des lettres cursives.

2. Ensemble des nombres complexes massiques

Dans ce paragraphe, nous construisons 1’ensemble des
nombres complexes massiques (NJ, en tant que I'union du
plan réel muni du repere orthonormé direct (O;e71;e3), et du
plan vectoriel muni de la base orthonormé directe (e_f; e_ﬁ)
oll un vecteur o (a;b) est représenté par le nombre com-
plexe :

zgp =a+ib=alr+b1
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Angle P@O A@l Al/()\AQ Aj()\Ag A?()\Azl Aj()\A5 A?()\AG A?()\F)Q
Value 12.82 21.46 38.50 62.23 62.23 38.50 21.46 12.82

TABLE 1 — Angles, en degré, entre deux points consécutifs et le centre du cercle de la figure 2al

AG P2 P1

(a) Algorithme projectif de De Casteljau

(b) L’algorithme de De Casteljau basé sur le changement de para-
metre homographique

FIGURE 2 — Illustration sur un trois-quart de cercle de la différence dans la distribution des points construits par 1’algorithme

projectif De Casteljau et notre algorithme basé sur le changement de parametre homographique

et un point pondéré M (a;b), de poids w, a pour affixe pon-
dérée :
i =a+ibtwrk=algr+br+wk
et, un nombre complexe massique est de la forme
Z=z+wk

ol (z;w) € C? : si w =0, 2 représente le vecteur du plan
d’affixe z tandis que dans 1’autre cas, z représente le point
pondéré d’affixe z et de poids w. Naturellement, nous avons
C C C et les nombres complexes sont les nombres com-
plexes massiques de masse nulle. Il reste & adapter I’addi-
tion et la multiplication par un scalaire. Soit z1 = 21 +w1 K
et z3 = 2o + w9 K deux complexes massiques. Alors :

e w1 +ws =0etwiws # 0 implique :
1@ 22 =(214+w1k) B (22 —w1k) =wy (21— 22)

qui représente le vecteur d’affixe wy (21 — 22);

o (z1+wik)PB (21 —wi k) =0;

e wj +ws # 0 implique :

21@2:‘5: (21+w1/£)@(22+w2/€)

w121 +waz9)+ (w1 +w K
1 5 1+1 2<2 1 2

d’affixe
(wl 21 +wsy 22) et de poids w1 +w2;

qui représente le point pondéré

w1 + w2

e w] =wy=0=>2] ®z3 = 21 + 22 qui représente le
vecteur d’affixe z1 + 29 ;

e wj # 0 et wy =0 implique :
~  ~ 1
2’1@22:(21+W1/€)@22:211—|—w—22—|—w1/€
1

. . 1
qui représente le point pondéré d’affixe z; + — 29 et
w1
de poids wj .

Evidemment, 1’addition @ est commutative. Nous définis-
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sons la multiplication par un scalaire, notée ©®, de la fagon
suivante :

ea=0—a07 =0
e a#£letw =0= a0z =az2;
e axw 0= a®z1 =21 +awik.

Si le point pondéré M7 a pour affixe 21 = z1 +w1 & alors
le vecteur O M7 a pour affixe z1 c’est-a-dire que :

1 ~
zlzw—Qzl@—/{:(zl—b-ﬁ)@(O—/{) (1)
1

Si 21 est un nombre complexe massique, alors 21 est I’af-
fixe du point ou du vecteur définie par 27.

3. Courbe de Bézier rationnelles quadratiques a
nombres complexes massiques de controle

3.1. Définition

Pour ¢ € [0;2], considérons les trois points massiques sui-
vants
Zi=zitwik 2

et la courbe de Bézier rationnelle quadratiques, de nombres
complexes massiques de contrdle est v définie en utilisant /
I’ensemble des indices des points massiques ayant des poids
non nuls et J I’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids nuls. Pour g de [0;1], si nous avons :

> _wix Bi(to) #0 3
el
nous obtenons :

v(t) = Bo (t) © 20)

;Q(
Z%Bi(t)

el
1
- - @ @(
Zwi Bi (t)
el

7@(
ZwiBi (t)

icl

@ B1(t)©21)

“

@ By (t) © 22)

tandis que dans le cas contraire, nous obtenons :
Y(t)=Bo (t)©20® B1 (t) ©21® B2 () © 22

L’utilisation des points massiques permet de modéliser
des branches d’hyprboles, des demi-ellipses et des arcs non
bornés de parabole [Béc97]]. L'utilisation de changements de
paramétres homographiques, définition [Tl permet de déter-
miner les caractéritiques de la conique propre sous-jacente
a ce type de courbe de Bézier [Béc97|. Lutilisation des
courbes de Bézier a points massiques de contrdle permet de
garder le degré de la courbe de Bézier initiale lors de 1”appli-
cation d’une inversion. Ainsi, une Lemniscate de Bernouilli

ou un Limagon de Pascal, image d’une hyperbole par une
inversion, sont représentés par des courbes de Bézier qua-
dratique. En n’utilisant que des poids réels, leur degré que
4 [BEG21]).

3.2. Vecteurs tangents aux extrémités

Rappelons les théorémes concernant les vecteurs tangents
aux points extrémaux a une courbe de Bézier a points mas-
siques de contrdle. Nous avons :

Théoreme 1 ( Vecteur vitesse en 0 a une courbe de Bézier
de degré 2)
Soit «y une courbe de Bézier de nombres comlexes massiques
de contrdle :
;Z- = z; + Wik
ou s € [0;2].
Deux cas sont a distinguer :
— siw; = 0, le vecteur vitesse a la courbe en P est :
d~ 2
oy (22) ;
at (0) 1 (5)

— siwj # 0, le vecteur vitesse a la courbe en Py est :

% 0 (22 (21 -20)) ©)

Démonstration : [GBE23] en utilisant les affixes des
points massiques de contréle.

Théoreme 2 ( Vecteur vitesse en 1 a une courbe de Bézier
de degré 2)
Soit v une courbe de Bézier de nombres comlexes massiques
de contrdle :
Zi = 2 + Wik
ou i € [0;2].
Deux cas sont a distinguer :
— siwi =0, le vecteur vitesse a la courbe en Ps est :

% (1) (—w%zl) ™

— siwy # 0, le vecteur vitesse a la courbe en P, est :

T 1) (32 (- o0) ®)

Démonstration : [GBF23|] en utilisant les affixes des
points massiques de controle.

3.3. Adaptation de I’algorithme de De Casteljau

Pour obtenir un algorithme de De Casteljau transformant
une courbe de Bézier rationnelle sous forme standard en
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deux courbes de Bézier rationnelles sous forme standard,
nous introduisons le changement de parametre homogra-
phique qui permet de conserver le degré de la courbe initiale,
définition [T}

3.3.1. Théorie

Définition 1 ( : Changement de parameétre homogra-
phique d’une courbe de Bézier)

Soit v une courbe de Bézier de degré n de points massiques
de contrdle (ﬁi)iel[o;n]l .

Soit les réels a, b, c et d vérifiant :

@ b0 ©)

Soit h la fonction homographique de R dans R définie par :

h(u)—a (I1—u)+du (10)

Cc(l—u)+du

Alors yo h est la courbe de Bézier de degré n de points
massiques de controle (‘}Vi)ieﬂo‘n]] dont les expressions dé-
pendent du degré de la courbe.

Théoréeme 3 ( : Changement de parameétre homogra-
phique pour le degré 2)

Soit une courbe de Bézier v de points massiques de controle
Po» P1 €t pa2, de support la conique C.

Soit h définie par la formule (IQ), alors ~y o h est la courbe
de Bézier de points de contrdle massiques qg, q1 et pz, de
support la conique C avec :

w0 = (c—a)’@po

2a(c—a)®p1

& &

a2®p~2
(c—a)(d—b)®po
(b(c—a)+a(d—b))op1 (11)
ab® pa
(d—b)*©@po
® 2b(d—b)®p;
@ b2 ©pa

q1

e @

q2

Nous allons utiliser le théoreme [3 pour envoyer [0; 1] sur
[0; %] via h1 d’une part et sur [%7 1} via ho d’autre part.

Théoreme 4 ( : Définition de /1)
Soit Ay la fonction homographique de R dans R définie
par :

u o
(I—uw)+2u 1+u

B (u) = (12)

Alors o h est la courbe de Bézier de degré n de points mas-
siques de contrdle :

o = Po
a = Po B D1 13)
@ = pod20p1®p2

Démonstration : En appliquant la formule (II), nous
avons :

© = < ®po
g = bc® po ® bec® p1
G = b2Opyd2b20pdb O,

et pour ne pas changer les poids ou les vecteurs extré-
maux, nous prenons b =c = 1.

Théoreme 5 ( : Définition de /o)

Soit ho la fonction homographique de R dans R définie
par :

(= w)4+u 1
h2(u)72(1—u)+u72—u (14

Alors o h est la courbe de Bézier de degré n de points mas-
siques de contrdle :

o0 = PoB20PLEP2
a = p1 D P2 (15
@ = P2

Démonstration : En appliquant la formule (II), nous
avons :

o = a?0p®2d>0p®a®Ops
qQq = abOPLDab®pa
@ = b* ©p2

et pour ne pas changer les poids ou les vecteurs extré-
maux, nous prenons b =a = 1.

Notons que nous avons :

hi(1) = h2(0) =

= Do =

hi(1) = hy(0) =

La figure Blmontre les représentations graphiques des fonc-
tions hq et ha.
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u+1
ha (u)

—N
< 8
£E
[

8 ; ; ; =
0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 3 — Représentations graphiques des fonctions h et
ha

3.3.2. Application a une boucle d’une lemniscate de
Bernouilli

Une Lemniscate de Bernouilli est I'image d’une hyper-
bole équilatere dont le pdle de l'inversion et le centre
de I’hyperbole. Les détails concernant I’hyperbole équila-
tere et I’inversion, de rapport k = 2, sont disponibles dans
[BEG21], les points complexes massiques de contrdle sont :

po = —k2
pro= 2 (16)
Py = K2

c’est-a-dire : pg =p2 =0, p1 =2, wg = —21, w1 =0 et

wy = 2, figure @l

L’équation (quadratique) complexe de la boucle de la

Lemniscate de Bernouilli est :

2(t—1%)
= — S
25 (t) (1—2)t2+ 21t —1

tandis que 1’équation réelle quartique est :

231 —t)
=) = 4 (t—1)t
21—’
y®) = th(t—1)*

En utilisant la formule (I3)), nous avons :

- @:@::/{21
— @1 =po®p1=—20kD2=2—K21
— G =po®20p1 Dp2
=-21kP202D 2K
=40k (2—21)
2
1—2
=141+kr(2—21)

Br(2—21)

En utilisant la formule (I3}, nous avons :
— 10 =poH2OP1 Dp2
=q

=1+14+k(2—2)

— M =p1Pp2=20kK2=1+kK2
— 7:5 = ﬁé = K2
La premiere itération de 1’algorithme de De Casteljau est

illustrée dans la figure @l

Concernant la seconde itération.

— 50 =qo = —K2t
— s1=¢90Dq1
= —-21kP2— K2

T
2

— =020 9e
—2KkP202— k21D 1+ 1+ K (2—20)

4 16
== 4 9_
AR
En utilisant la formule (I3)) ; nous avons :
— l0=q®20q1 B¢

4 16
= ﬁ—i—ﬁz@n@—&)

%+gz@m(2—4z)

— =@ =14+14+r(2-2)
—ap=ro=14+1+Kk(2—2)

— w1 :%®ﬁ:§+§z+n(4—2z)
— up =To®20TI BT
16 4

= ﬁ+ﬁz€am(8—2z)

—h=a®e

En utilisant la formule (I3)) ; nous avons :
— 0 =T0B20TI B2

=ug

=1+14+Kk(2—2)

~ <~ -~ 1
— vlzrl@T2:§+n4
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FIGURE 4 — Premiere itération de I’algorithme de De Casteljau appliqué a une courbe de Bézier quadratique a poids complexes

représentant une boucle d’une Lemniscate de Bernouilli

— f[)vz = 1;5 = 2K
La premiére itération de I’algorithme de De Casteljau est
illustrée dans la figure

4. Modélisation d’arc de cercle par des courbes de
Bézier rationnelles linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans le plan com-
plexe C muni du repere orthonormé direct (O; 7; 7) Soit
quatre complexes zg, 21, wo et wa avec zg # 21, wowa # 0
et arg (wg) # arg (w1 ). Considérons la courbe de Bézier ra-
tionnelle linéaire définie par :

z(t) =

Remarquons que :

(1—t)wozo +twiz1
(1 —t)wo+twy

,t€[0;1]

e siarg(wg) = arg(wi) [27], la courbe est le segment
dont les extrémités ont pour affixes zg et z1 ;

e siarg(wp) = —arg(wy) [27], la courbe est la droite
définie par les affixes zg et z1 privé du segment pré-
cédent ouvert;

e sinon la courbe obtenue est un arc de cercle dont les
extrémités ont pour affixes zg et z1 [SRO9].

Introduisons la fonction suivante :
x: R — R*
0 — 1
2#0 — =z

qui permet d’utiliser les mémes formules pour manipuler les
points et les vecteurs. Notons qu’en exprimant z (t) sous
forme algébrique, le dénominateur devient un polyndme
quadratique a coefficients réels n’ayant pas de racines réelles
(c’est le carré du module d’un nombre complexe non nul) :
nous obtenons une courbe de Bézier rationnelle quadra-
tique de points massiques de contrdle (Zgy;wg), (Z1;w1)
et (Za;wa) avec :

ZO = Z0
woW1 20 + Wow1 21
Z7 =
(wow_1+w_ow1)
2y | ————
2
Zy = 21 (17)
_ 2
wg = |wol
wow1 + Wow1
w = —
2
_ 2
wy = |wi|

et il est aisé de remarquer que si w; # 0, nous avons :

|Z1 — Zo| = |21 — Z2|

_ —\ 2
Zl—Zo(ZQ—Z0)+(Zl —Zo)ZQ—ZO
2|21 — Zo| x |Z2 — Zo|

@t

wow2
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L 231

s1

q2
ro=t2=ug

FIGURE 5 — Seconde itération de 1’algorithme de De Casteljau appliqué a une courbe de Bézier quadratique a poids complexes

représentant une boucle d’une Lemniscate de Bernouilli

ce qui montre que la courbe est un arc de cercle. Si
arg(wo) = arg(w1) + % [n], nous avons oy = 0 et la
courbe est un demi-cercle nécessitant 1’emploi des points

massiques.

La figure [6] montre quelques cercles obtenus par des
courbes de Bézier rationnelles linéaires a poids complexes.

Dans les deux cas, nous avons Zy = 2 et Zo = —2 et les
autres affixes massiques de contrdle sont donnés dans le ta-
bleau

5. Arc de cercle a points extrémaux stationnaires
5.1. Modélisation cinématique d’arcs de cercles

Afin de pouvoir écrire les lettres a, ¢, d, q, nous devons
modéliser un arc de cercle ou les points extrémaux sont
stationnaires. Pour ce faire, nous allons utiliser une courbe
de Bézier quadratique ¢ — z(t) a poids complexes. Nous
avons :

Théoreme 6

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit wg un réel non
nul. Soit une courbe de Bézier de points complexes mas-
siques de controle zq, 21 et ...

Trois cas sont a distinguer :

— si 21 = 0 alors le point Py (2q) est un point stationnaire ;
— siwp =0 et z1 # 0, le vecteur vitesse a la courbe en

Py (z0) a pour affixe :

2 (0)= 2z (18)

wo

— siwy #0, le vecteur vitesse a la courbe en Py (zg) a pour
affixe :

Z(0) = n-2 (21 — z0) (19)
wo

et si zg = 21, le point Py (zp) est stationnaire.

Démonstration :

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, wp non nul. Soit la
fonction :

x: C — C¥
0 — 1
t —
Posons :
n
M) = > x(wi) Brn () 2

k=2
n
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| | 7 72 |
W 1 1
=1 1><(—z)—|—1><z:0 el%x%—&—e_&x%__cos(z)zﬁ
2 2 4 4

1

w2 1 1
1x(— 2+1 -2 T xix2te T xdx—2
Z1 x(Z) X2+ 1% x =—2 2 2 :2tan(£)z:2z
2 cos(%)

TABLE 2 — Affixes massiques de contrdle correspondant 2 la figure[6]lorsque nous n’utilisons que des poids réels.

A

Z1

=4
FIGURE 6 — Le demi-cercle 1 est obtenu avec zg = 2, 21 =
—2,wo = 1 etw; = tandis que I’arc de cercle 2 est obtenu

sy
avec 20 =2,21 = -2, wg=€'% etwy = %

et nous pouvons écrire :

N () = wo(l—1t)"z

+ oax(w)t(1—)""" 2z

+  A3(t) 20)
w(t) = wo(l-t)"

+ nwit(1—t)"!

+ 25(%)

Si nous avons :
w(t)#0

alors un point My, (z(t)) de la courbe de Bézier est défini
par

Nous obtenons donc :

N(E) = —nwo(1—1)"""z

dt
+ (W) (10" Pt (1)

avec ¢ (0) = 0 d’une part et :
4
dt
avec 1 (0) = 0 d’autre part. Nous avons :
A(0) =
720) = wo

D(t) = —nwo(1—)" ' +nw 1—8)"" 49 (1)

wo2o

—nwozo +nx (w1) 21

n (w1 —wp)

(2(0))

wp (—nwpzo +nx (w1) 21) = n (w1 — wo) wozo

2
wo

(=nwozo +nx (w1) 21) —n (w1 —wo) 20
wo

—nwozo +nx (w1) 21 — nwi 20 + nwozo
wo
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nx (w1) z1 —nw1 2o

wo

et deux cas sont a distinguer :

— siwy =0, nous obtenons :
d n
et
— si z1 = 0 alors le point Py (zp) est un point sta-
tionnaire ;
— sinon, le vecteur tangent en P est :

n —r
— P
wo
— siwj # 0, nous obtenons :
d w1
—2(0)=n— (21— %
G20 =nZt (21 —z)
et
— si z1 = 2q alors le point Py (2q) est un point sta-
tionnaire ;
— sinon, le vecteur tangent en P est :
w1 ==
n=L PP}
wo

Etant donné la symétrie des courbes de Bézier, nous pou-
vons énoncer :

Théoréme 7

Soit wp, un réel non nul. Soit une courbe de Bézier de degré

n, de points complexes massiques de contréle ..., Z, 1, Zn.

Quatre cas sont a distinguer :

— si zp—1 = (donc wy—1 = 0), le point Py (zn) est un
point stationnaire ;

— siwp—1 =0etz,_1 # 0, le vecteur vitesse a la courbe
en P (zn) est:

n ——
n—1 @n

Wn,

— Siwp—1 #0,si 2,1 = zn alors le point Py, (2n) est un
point stationnaire ;
— siwyp—1 #0etz,_1 # zn, le vecteur vitesse a la courbe
en Py, a pour affixe :
Wn—1
Wn,

—-n

(2n—1—2n) (22)

Nous pouvons en déduire des propriétés sur les courbes
quadratiques :

Corollaire 1

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle z; = z; +wjk, j € [0;2], vérifiant
wo X wag # 0 et zg # 22.

— les points Py (20) et P, (22) sont stationnaire ssi 27 = 0

ge. le point de contréle intermédiaire est le vecteur nul
0);

— pour k € {0;2} le point P}, est stationnaire et le point
P5_ ;. n’est pas stationnaire ssi 21 = z9_,

5.2. Deux points extrémaux

Le théoreme suivant permet de modéliser un arc de cercle
avec deux extrémités stationnaires :

Théoreme 8 ( : Arc de cercle a extrémités stationnaires)
Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = 29+ &, 21 = 0+ 0k et 29 =
29 + wak vérifiant zg # z2. Posons :

70 + 22
zZ] = B

— La courbe 7y est un arc de cercle si et seulement si wo €
C — R et le centre §2 du cercle a pour affixe :

2Q
_ Re(w2) 20 — 22
= At g (23)
_ 1 20 — 22
=zt tan(arg(ws)) 2

— La courbe  est un segment ssi we2 € R

Démonstration :
Soit
1 70 +waz2
e () - e
2 1+we

Pour t € R — {0; 1; % } nous allons montrer que le bi-
rapport :
(z0 —22) (23—~ (1))
(20 =7 (1)) (23 — 22)
est un nombre réel. Nous avons :
w2 (1 — 2t) (ZQ — Zo)

[20; 22, 23;7 (1)) =

—~(t) =
370 = A (w2 F1-20)
et:
wy (20 — 22) >
()= =2 )
2070 = e i—m
et:
P P 20 — 72
3—R2 = 7T
1+ w9
d’ou :

[20; 22, 23;7 (t)]

_ (20—22) (23—~ (1))
(20— (1)) (23 — 22)
w2(1—2t)(22—Z0)

14+ wo) (14 wa)t?+1—2¢)
wa(z0—22)t2 zo—z2

(I+w)t2+1—-2t 14wy

(20 — 22) 0
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wa (1 —2t)

(1+w2) (1 +w2)t?+1—2t)
WQtz 1

(I4w2)t2+1—2t 1+wo

wa (1 —2t)

(1+w2) (1 +w2)t2+1—2t)

(1+ws) (1 4+w2)t® +1—2t)

% w2t2

ce qui montre que les points d’affixes zg, z2, 23 = (%) et
~(t) sont cocycliques ou alignés.
Concernant le centre, nous avons :

70 + 23
2

équivalent a :

20—23 _ Z0+7Z2
+ k31 2 = 5 + kot 5

zo + 23 z20 — 23 B
Im 5 + k31 5 =
zg + 22 zZo — %2
I k
(252 ke 25
et les solutions sont :
P Re(w2)
27 Im (w2)
14+ Re(w2)
ks —_
Im ((AJQ)

et le centre du cercle est :

; _ zp+zo Re(wg)lzo—zg
@ = 2 Im(wz) 2
7o + 23 1—|—Re(UJ2)ZZQ—Z3
2 Im(wg) 2

Nous avons déterminer le centre du cercle a partir du poids
wa, nous allons maintenant calculer w9 connaissant le cercle
support de la courbe de Bézier.

Théoreme 9 ( : Poids w- connaissant le centre du cercle )
Soit © (zq) le centre d’un cercle C, deux points Py (zp) et
P» (z2) de ce cercle non diamétralement opposé.

Soit wy € C — R.. Soit v une courbe de Bézier quadratique
de points complexes massiques de contrdle zg = zg + &,
21 = 040k et 29 = 29 +wok vérifiant zg # 29.

La courbe  est un arc du cercle C d’extrémités stationnaires
Py et Ps si et seulement si :

70 + 22 — 220

Re(ws) = po—

1Im (w2)

c’est-a-dire :

wQ:)\(mH_Z) (24)
20 — 22
Démonstration :
B z0 + 22 Re(wg) 20 — 22
=T + Im (w2) ‘T3
z0 + 22 Re(OJg) 20 — 22
= 20— =
0 2 Im (w2) ‘T
220y — 71 — _
Q=20 =72 _ Re(wa) zo— 22
2 Im(UJQ) 2
_229—70— 2 L Re(w2)
zZ0 — 22 Im(UJQ)
70 + 29 — 220 L Re(w2)
zZ0 — 22 Im(UJQ)

70 + 22 — 22

Re(ws) = po—

1Im (w2)

Déterminons 1’autre partie de la courbe via le changement
de parametre homographique :

s l—u  1-u
’ l—u—u 1—2u
etnous avons a = c =1, b = 0 et d = —1 dans le théoreme

[[l D’apres le théoreme 3] les nouveaux nombres complexes
massiques de contrdle sont :

o = 7z
q = 0 (25)
2 = 2

c’est-a-dire que les nombres complexes massiques de
controle sont les mémes, seul 1’ordre change.

Théoreme 10 ( : Modélisation d’un arc de cercle avec
deux points extrémaux stationnaires)

Soit © (z) le centre du cercle € de rayon p.
Soit Py (z0) et P» (z2) deux points de ¢ vérifiant et zq trois
complexes distincts vérifiant :

(2) L (Q2P2)

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + 1k, 21 = 0+ 0k et 23 =
29 + wak oll wo est donné par la formule 23).

Soit A(zp) le symétrique de Q2 par rapport a la droite
(PoP2).

Soit 71 la courbe de Bézier quadratique de points complexes
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massiques de contrdle zg = zg + 1k, 21 = 040k et 23 =
29 +wWoK

Alors la courbe 7; est un arc du cercle de centre A (zy)
et de rayon p de points stationnaires Py (zg) et P (22) et
les courbes ~y et 1 sont symétriques par rapport a la droite
(PoP2).

Démonstration :

D’apres la formule (23), nous avons :

. o 70 + 22 Re(wz)ZZO—ZQ
@ = 2 Im (w2) 2
o 70 + 22 _ Re(wz) ZZO_Z2
N 2 —Im (w2) 2
z0+2z2 Re(@2) 20—z

2 Im(@m) 2

Or:
70+ 722 Re(w_g) 20 — 22
AT Tm@m) ! 2
d’ou :
720 +22  7Q+7pA
2 o 2
[ ]

Notons que dans la formule 23) :

— le module wo n’intervient que sur la cinématique de la
courbe de Bézier.

— la partie :
zo + 22
2
est I"affixe du milieu I du segment [Py Ps];
— la partie :
zZ0— 22
T2

est I’affixe d’un vecteur P_>20 orthogonal au vecteur
I?P; et de norme %POPQ R

— le point 2z, appartient a une demi-droite d’extrémité /
et de support la médiatrice du segment [Py P»], I'une
des demi-droites caractérise 1’argument de wo tandis
que I’autre caractérise I’argument de ws.

La figure [7] illustre le théoreme [l ott 1a courbe 7o (resp.
~3) est une courbe de Bézier rationnelle & points complexes
massiques de contrdle zg = 1+ 1k, 21 = 0+ 0k et 29 =
1+ (1—22)k (resp. z3 = 2 — (1 —21) k). Dans la suite de
I’article, les points de contrdle stationnaires sont représentés
par des triangles, les autres points des courbes de Bézier par
de pentagones et les points de contrdle intermédiaires des
courbes de Bézier par des carrés.

La figure Blillustre les théorémes [§] et [[Q] o la courbe o
(resp. y3) est une courbe de Bézier rationnelle a points com-
plexes massiques de contrdle zg = 1+ 1k, 21 = 0+ Ok et

N

3 _

FIGURE 7 — Représentation de deux arcs de cercles ayant des
points extrémaux stationnaires par deux courbes de Bézier
rationnelles quadratiques a points complexes massiques de
controle

29 =1+ (1 —21) K (resp. z3 = 21— (1 — 22) k). La courbe 4
(resp. y5) est une courbe de Bézier rationnelle a points com-
plexes massiques de controle zg = 1+ 1k, 21 = 0+ 0k et
29 =1+ (1+21) K (resp. 23 =1 — (1 +21) k).

73\

FIGURE 8 — Représentation de quatre arcs de cercles ayant
des points extrémaux stationnaires par deux courbes de Bé-
zier rationnelles quadratiques a points complexes massiques
de contrdle en fonction d’un poids : wo, —w2, Wy et —wy.—

Comme il n’y a que I’argument de wo qui intervient, nous
pouvons énoncer le lemme suivant :
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Corollaire 2 ( : Modélisation d’un arc de cercle avec deux
points extrémaux stationnaires)

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg +k, 21 = 0+ 0k et 23 =
2o + wok Vérifiant zg # 2o et we € C — R.

Soit A et ¢ deux réels non nuls.

Soit 1 la courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + Ak, 21 = 0+ 0k et 23 =
29 + [wak.

Alors les courbes v et 1 sont deux arcs du méme cercle de
points stationnaires Py (zq) et P2 (22).

11 reste un degré de liberté et deux choix naturels se dé-
gagent :
1. le point d’affixe v (%) appartient a la médiatrice du
segment [Py P»];
2. nous fixons I’accélération au point Fy.

Commencons par 1’accélération.

Théoréme 11 ( : Modélisation d’un arc de cercle avec
deux points extrémaux stationnaires)

Soit zg, z2 deux complexes distincts. Soit ¢ un nombre com-
plexe.

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de controle zg = zg + 1k, 21 = 21 +wik et 23 =
29 +wok ol w; € R*.
Alors I’accélération de la courbe en zg est @ (a) si :

a

wyg = —"——
2(z2 — 20)

Démonstration : Nous avons :

(1—1)? 2042t (1 — t) w1 21 + t2waz2

v (t) =
®) (1—1t)2+2t (1 — t)wy + 2wy
d’ou :
H
dry —
“L)=70
dt()
et:
o
LY (1) (2ws (22— 20))
a2 2 (22 — 20
et:
2wy (22— 20) =a <= w =%
2 (22 —20) = 2= 2 —20)
|

5.2.1. Demi-cercles

Théoreme 12 ( : Modélisation d’un demi-cercle régulier
avec deux points extrémaux stationnaires)

Soit zg, 22 et zq trois complexes distincts vérifiant :

20+ 22

Soit ~y une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + 1k, 21 = 0+ 0k et 23 =
zat+ewkavece € {—1;1}.

Alors la courbe +y est un demi-cercle de centre Q2 (zq) et de
rayon p = ‘ 2o %2 ‘ de points stationnaires Py (zg) et P2 (22)

et tel que le point Ps (7 (%)) appartiennent a la médiatrice

de [PO Pg].

Démonstration : Connaissant le centre zp du cercle,
d’apres la formule 24), nous avons :
(ZO +29 — 220

wg =A| ——

H—z) =X\
20 — 22

Nous avons :

et:
¥ (%) — 20 (20 —22) +20 — 22 (’7 (%) —ZQ)
(22— 20)° (A —1)

AZ+1

Le point P (7 (%)) appartient a la médiatrice de [Py Ps]
ssi :

W(%) —29(20—22)+H(W (%) _ZQ) =0

ssi :

(22— 20) (A2 —1)
B 2241

=0

ssid e {—1;1}.
|

La figure 0] illustre le théoréme [§] ol la courbe ~yo (resp.
73) est une courbe de Bézier rationnelle a points complexes
massiques de contrdle zg = 1+ 1k, 21 = 040k et 25 =
—1 4k (resp. z3 = —1 —1k).

5.2.2. Quart de cercles

Théoreme 13 ( : Modélisation d’un quart de cercle régu-
lier avec deux points extrémaux stationnaires)

Soit © (zq) le centre du cercle € de rayon p.

Soit Py (z0) et P> (z2) deux points de ¢ vérifiant et zq trois
complexes distincts vérifiant :

(QP) L (Q2F,)

Soit ~y une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + 1k, 21 = 0+ 0k et 23 =

2
22+§(1+z)/@.

Alors la courbe v est un quart-cercle de centre €2 (z) et de

rayon p de points stationnaires Py (z0) et Pa (2z2) et tel que

le point P3 (7 ( % ) ) appartiennent a la médiatrice de [Py Pa).
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V3

Py (1)

— 1
+()

FIGURE 9 — Représentation de deux demi-cercles ayant des
points extrémaux stationnaires par deux courbes de Bézier
rationnelles quadratiques a points complexes massiques de
controle

Démonstration : Connaissant le centre z du cercle,
d’apres la formule (24), nous avons :

w2:)\(wl+z> :)\(14—1)

zZ0— 22
d’ou :
(l)_zo-k)\(l—kz)zz
"\2) T 1 a0+
Posons :
. _ Z2+20
=
Nous avons :
(1) (22 —20) (1 +2)A—1)
Y\5) —21=
2 2(1+A(1+2)
et:

gl (%) —z1 (20 —22)+M(’Y (%) —Zl>

(22 — 20)2 (2)\2 — 1)
20242X1+1

Le point Ps (7 (%)) appartient a la médiatrice de [Py Ps]
ssi :

1 - 1
v (5) — 20 (20 — 22) + 720 — 22 (7 (5) —ZQ) =0
Ssi :
(2’2 — 20)2 (2)\2 — 1)
202422 +1

. V33
ssi A € {—777}.

Il reste a déterminer A pour que (%) soit sur le petit arc

de cercle. Prenons \ = @ Nous avons :

1\ (—2\/§+1+z)m0+(1\/§+1—2)m2
1(3)-

2 2
et:
(1) (1—\/5)(7710—7712)
—|—zr=1
\g) A 2
En fonction de wo, nous avons :
(I+2)mo+(1—12)ma
zq =
2
et:
mo —mg
22 =ty
2
d’ou :

\3) A 2
(l)_z)lmg—mo
\2) A 2
2—1
= \/_2 Img —mo|*> >0

~ 2
Notons qu’un prenant za = z3 — £ (1+12)~, la courbe
v est le trois quart de cercle d’extrémités Py et Ps.

Corollaire 3 ( : Modélisation d’un quart de cercle régu-
lier avec deux points extrémaux stationnaires)
Soit 2(zq) le centre du cercle € de rayon p.
Soit Py (z0) et P2 (z2) deux points de € vérifiant et z(, trois
complexes distincts vérifiant :

(QFp) L (2P)

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + 1k, 21 = 04+ 0k et 23 =

2
2o+ % (1—12)k.
Alors la courbe v est un quart de cercle du cercle symé-

trique de ¢ par rapport a la droite (PyP2) et tel que le point
Py (7 (%)) appartiennent a la médiatrice de [Py Ps].

Démonstration : il suffit d’appliquer le théoreme [10] au
théoreme [13}

|

La figure[IQillustre le théoreme[[3]et le corollaire ot :

— la courbe 7y (resp. 1) est une courbe de Bézier ra-
tionnelle a points complexes massiques de contrdle
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z~0:1+1m,z~1:0+0metz~2:z+§(1—z)m

~ 2
(resp. zo =1 — £ (1—-12)K);
— la courbe 7y (resp. y2) est une courbe de Bézier ra-
tionnelle a points complexes massiques de controle

20=1+1k, 21 =0+ 0k et%zz—k?(l—b—z)/{

2
- (1+42) k).

(resp. 20 =1 —

FIGURE 10 — Représentation d’un quart et d’un trois-quart
de cercles ayant des points extrémaux stationnaires par deux
courbes de Bézier rationnelles quadratiques a points com-
plexes massiques de controle

5.2.3. Arc régulier quelconque

Il reste a déterminer le module «idéal » c’est-a-dire impo-
ser que -y (%) soit sur la médiatrice du segment délimité par
les images zg et zo.

Théoréme 14 ( : Double arc de cercle a points station-
naires )

Soit Py (zp) et Pa (2z2) deux points d’un cercle C de centre
Q (zq) vérifiant :

zZ0+2z2

20 # 5

21

Soit 20 = 20 + K, 21 = 04+ 0k et 23 = 29 + wak les trois
nombres complexes massiques de controle de la courbe de
Bézier .

Soit

(1)_2 20 twa2z2
N2) ™57 11w,

Alors :

— les points Py et P sont deux points stationnaires et de
rebroussement du cercle C;

— le point z3 =~y (%) appartient a la médiatrice du seg-
ment [Py P»] si et seulement si :

z3—z1(20 —22) +

- (26)
(23—21)20—22 = 0
En posant :
70 + 29 — 2z
g =0T227 %0, 4,
20 — 22
nous avons :
wo = A9

et I’équation (26)) devient :

20 + Awogzo
1+ \ooo zr(z20—22) +
(222 )m=m = o
1+ Awo r)y=0—=2

ce qui donne deux solutions Aj et Ag;
— le point 23 =7y (%) appartient au petit arc de cercle si et
seulement si :

20 + Awazo
el (21 —2q) +
(z0+)\w2z2 z )z Z > 0
T+ Mooy 1) 21 — 20
Démonstration :

Commengons par les lemmes suivants :
Lemme 1 ( : Produit scalaire [GB17a])
Soit ug (z0) et uf (z1). Alors :

2021 + 2021
u—0>.u—1>: 012 0<1

Lemme 2 ( : Déterminant [GB17al)
Soit ug (z0) et uf (z1). Alors :

2021 — 2021
det(u—g;g{):%

L’expression de la courbe de Bézier est :

(1- t)2 20 +(U2t222

V(1) =
) (1—1)% 4+ wot?
d’ou :
e (1)_204—0.1222
377\32) T 1xw,
SoitzTg(zO—zg) etzT{(z;g—Zon).

_Zotz2  zotwaza zp+ 22
2 14w 2

z3
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Ainsi, z3 =7y (%) est sur la médiatrice du segment déli-
mité par zg et z2 si et seulement si :

20 +wazo _ 20+ 22

T+wy y (o-=) +
20 +waz2 Zo+2’2)—
_ — = 0
( 1+ wy g )f0T*
En posant :
wy = 20F227220 L,
zZ0— 22
nous avons :
wo = A2
20+ Awazo  zg+ 22
1+ Ay . (0—22) 4
(ZO-’-AWQZQ_ZO-’-ZQ)ﬁ - 0
1+ \eoo 2 0T =2

11 suffit, selon la valeur de A si les vecteurs d’affixes
23— % et ZU;ZQ — zq sont de méme sens ou non. Si
la réponse est oui, le point d’affixe z3 appartient au petit arc
de cercle.

5.3. Un seul point extrémal stationnaire

Le théorémepermet de modéliser un arc de cercle avec
une extrémité stationnaire :

Théoréeme 15 ( : Modélisation d’un arc de cercle avec un
seul point stationnaire)

Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + k, 21 = 20 + w1k et 23 =
29 + wok vérifiant zg # za.

La courbe «y est un arc de cercle ssiw; € R*etws € C—R
et le centre {2 du cercle a pour affixe :

z0 + 22 1 20 — 22
z0 = 1 27
@ 2 tan (argws) 2 @7
Démonstration :

Soit

(1) (2&)1 + 1) 20 +waz2
23 =" =

5 wo +2wi+1

Pourt € R — {O; 1; % }, nous allons montrer que le bi-
rapport :
(20 —22) (23 — (1))
(20 =7 (1)) (23 — 22)
est un nombre réel. Nous avons :

[20; 22, 23;7 (t)] =

z3—() =
(ZO — 2:2)&)2 (2t — 1) (2w1t+ 1)
(w2 +2w1 +1) (w2 — 2w +1) 12+ 2t (wy — 1)+ 1)

et:
2 (20 — 22)w
2070 = —|—(1)0t2 +22)t (il 1)1
et:
a2y = (2w1 +1) (20 — 22)
wo +2wi+1
d’ou:

[20; 22,2357 ()]
_ (20—22)(z3 =7 (1))
(20 =7 (1)) (23 — 22)
(ZO - Z2) (Z() - ZQ) w2 (2t - 1) (2w1t + 1)
((AJQ + 2w + 1) ((w2 —2w1 + 1)t2 —+ 2t (wl — 1) —+ 1)
(£ (20 — z2) wa) (2w1 +1) (20 — 22)
(((AJQ —2w1 + 1)t2 + 2t (wl — 1) + 1) ((AJQ + 2w + 1)
(2t—1) (2wit+1)
1
t2 2wy +1)
11
. (2t —1) (2wit+1)
o (2wy + 1)t2

Nous avons :

VtGR—{O;l;%}, [20;22,23;7 (1) ER<=Im (w1) =0

ce qui induit que les points d’affixes zg, 22, 23 =7y (%) et

~(t) sont cocycliques ou alignés. Il reste a déterminer le
centre €2 (zq) du cercle avec :

70+ 7 20— 2
:0 2_’_]“0 2

it 2 2

Les vecteurs Iﬁ (zq —22) et ’y'—(1)> (—n% (z0 — 22))
sont orthogonauxm ou : ’
20— 22 = % (1+k2)
et il suffit d’imposer que :

arg | —2-22 | =T (g
—nL (z0 — 22) 2
wy 0

20—22
1+k2
arg | — 2272 | Zag # [7]
1
_nw_g (ZO - Z?) w—2 (Z() — ZQ)
=arg (w2 (1+k1)) [
= arg(w2) +arg(14+ k) [n]
t. z1=20
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ce qui implique :
arg (14+k2) = g —arg(wa) [n]
d’ou :

k:—tan(z—ar (w )) -
N 2 §l2)) = tan (argws)

Nous avons deux degrés de liberté : le réel wy et |w2|. Afin
d’assurer les jointures G —C! entre lettres, nous utilisons
w1 afin que le vecteur vitesse au point non stationnaire soit
unitaire.

Théoréme 16 ( : Détermination de w; pour une jointure
G —C! entre lettres)
Soit v une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + k, 21 = 29 + w1k et 25 =
29 + wok vérifiant zg # 29, w1 € R etws € C—R.
Si:
w
Wi = A (28)
2|z — 20|

alors le vecteur vitesse au point «y (1) est unitaire.

—

Démonstration : L’affixe de Z—Z (1) est:

w1 w1
22— — =-92—= —
» (22 —21) o (22 — 20)

2
d’ou :
H
|wa| dy
wi 2|22 — 20| dt( )
[ |

Le module de wo permet soit d’obtenir un arc régulier,
soit de controler I’accélération en ’un des points extrémaux.

Théoréme 17 ( : Détermination de wo pour une jointure
al-ct réguliére entre lettres)

Soit wo = pgele2 €eC—Ret:

P2

w) = —=
2|z — 20|

Soit vy une courbe de Bézier quadratique de points complexes
massiques de contrdle zg = zg + k, 21 = 29 + w1k et 25 =
22 + wak Vérifiant zg # zo. Posons :

1

dy = ———
|22 — 20

et:

Ur =20—22

Soit :
ag = dazo+ez0—zp (e +dy)
bo = ag (e +da) U7
+ ag(e " +do) Uy
o = (a_0+M(6192+d2))U1
+  (ao+ (e7* +d2) (20— 21)) U1
do = Zo—ztU1+ (20— 21) U1

Le nombre ps est solution de 1’équation :
b01’2+60x+d0 =0

et le petit arc de cercle est obtenu avec la solution de I’in-
équation :
p2a0 + 20 — 21 (
————————(21—2¢0)>0
P2 (6“92 +d2) +1

ou z¢ est le centre du cercle, formule 27)).

Démonstration : Soit :

1
23 = 7 (5)

(2&)1 + 1) 20 +waz9
wo +2wi+1

(pada+1) 20+ p26102 29
p2e2 + poda 41

p2 (d2zo +ef2 22) + 20
p2 (0> +da) +1

Soit :
20t 22
Zr = —2
Posons :
Uo
= 23— ZJ

P2 (dazo+€"%22) + 20 B
= 2 (6192 +d2)+1

2

P2 (d2zo +6102Z2) +20— 21 (p2 (6102 +dz)+1)
= P2 (6192 _|_d2) +1

P2 (dQZO —|—619222 — 27 (6“92 —|—d2)) +zo—21
p2 (0> +da) +1
_ _P2a0tz0—z1
p2 (2 +dz) +1
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avec : et:
ag = dazg —|—ew2zg — 2z (6102 +d2) dy = 1 _ @
o |20 — 22| 2
Ainsi : dotr :
— ag+z0—=
T = P270102 0—21 y :ﬁp
p2 (e7"2 +da) +1 1= P
Nous avons : Nous avons :
Ti=%-7 s=v(3) = 22T
2 V24 (2+12) p2
Nous cherchons ps tel que : d’ou :

Un _: 2
e w = —F0+
UgUy +UgUy =0

bp = -1
p2a0+20 — 21 Uy co = 22
p2 (e7"2 +dy) +1
dgy = 2
ag+ 20— 21 —
+ % 1=0 et ’équation a résoudre est :
2 2
0 —2? +2V22+2=0
(Pza0+zo—21) (pz( 2+d2)+1) Ux s soluti
— (pg ( 0, —|—d2) n 1) (p (6102 +d2) n 1) et les solutions sont :
—f pa = V2+2
N (p2 (e7"% +d2) +1) (p2ao+20—21) U1 Jio
(o2 (e 1) {2 (P-4 a) +1) VR
<~ (pgao + 20— Z]) (p2 (6102 —|—d2) + 1) Uy Le centre du cercle est :
+ ( ( Z92-|—dg)-|—1)(pgao-‘rZo—Z[)U_l:0 zo=1+1
— bopz +copa+do=0 et pour pag, NOUS avons :
P2a00 + 20 — 21 (21—20) =V2—1>0
p2a (€92 +d2) +1
avec: ce qui donne :
b = () Un o (e 4 o) T 1
1 =
cy = (a_o—l—zo—zI (elez—ﬁ-dg))Ul 2
_ w = 1—1—\/5 1+
+ (a0+(67192+d2) (ZO—ZI)) Uq 2 ( )( )
. et:
dy = zo—21U1+ (20 —21)Us

5=7(3) =52 0+

1l reste a déterminer la solution po, permettant d’obtenir
et nous obtenons :

le petit arc de cercle. Soit 2, le centre du cercle. La solution

p2g Vérifie I'inéquation : dy (0 (0)
P2a00 + 20 — 21 dt
(2,1 —2¢) >0 —
P20 (6192 + d2) 41 dy
Tme)
u et la norme du vecteur vitesse en Ps (22) est 1. Le second

point stationnaire est z4 d’affixe :
Comme exemple, prenons zg = z1 =1, zp =1etargwg =

s .
7 - Nous avons : 24 = 35+24v/2 +1329+2\/§ ~0,315+1,728
142

219 219
= B La figure [I1] illustre les courbes ~y; (resp. 7y2) de points
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complexes massiques de contrdle zg = 1+ kK, 21 = 1 +
1+2—\/§n et zg = 1+ (1+\/§) (14+1)k (resp. 23 = 2 —
(1 + \/5) (1+1) k). L affixe de v (%) est:

2—v2
2

(1412) ~ 0,293+ 0,293

FIGURE 11 — Courbes de Bézier quadratique avec un seul
point extrémal stationnaire d’affixe zg. Le point d’affixe z;
n’est pas un point de la courbe

Malheureusement, les deux contraintes (vecteur tangent
unitaire, parcours régulier) sont incompatibles, figure
illustre les courbes ~ de points complexes massiques de
controle :

~ 1

zo = §z+1n

-1 +\/§(1—\/§)
o= 5 K
~ 1, 2-v2

zg = 5—1— 3 1-2)k

1 1 .
et I’affixe du centre du cercle est 3 + 3t Les points de re-

2 —2v/2
broussement sont zg et z4 <— + u

z> et I’affixe de
3 6
1 .
Y (5) est:
2-v2
4
et la courbe passe deux fois par le point Ms (z2) et le vec-
teur tangent en ¢ = 1 a pour affixe -1 au lieu de 1. Lorsque
le rayon du cercle est petit, le vecteur vitesse « naturel » a
une norme trop petite et pour augmenter cette derniere, nous
devons nous déplacer tres lentement entre zg et y (%) puis

(141) ~0,146 40,1462

accélérer pour passer de y (%) a zo. C’est le phénomene in-
verse lorsque le rayon du cercle est trop grand.

A /
Re(z) =Im(z)
T 7/
/
7/
Z1 1 20
Q 1\ (2—-v2
Ve =
Tn/( N V(2)( 1 (1“)>
dt z %4
—€ O : >
1

FIGURE 12 — Courbe de Bézier quadratique avec un seul
point extrémal stationnaire d’affixe zq et passant deux fois
par le point d’affixe z2. Le point d’affixe z; n’est pas un
point de la courbe

Les solutions de 1’équation :
Im (y(2)) = Im (22)
3+

sont 1 et 7‘5 . Les solutions sont :

— Modifier le théoreme[17];
— Faire un changement de paramétre homographique

. . 34+v2 .
envoyant [0; 1] surﬂg(]), = } ;

— Partir de la figure [L 1l et prendre 1’image de la courbe
de Bézier par une similitude directe puis faire le chan-
gement de parametre homographique idoine, para-
graphe

6. Modélisation de lettres

Nous modélisons les lettres o, ¢, d et q-

La premiére lettre de 1’alphabet est modélisée par :

1. un arc de cercle s pour I’accroche initiale en bas;
_ 1
2. un arc de cercle vy, de centre z = 52 et de rayon
_ 1.
pP=73;
3. un segment yp ;

4. un arc de cercle g pour I’accroche finale, figure[13]

6.1. Lalettre a
6.1.1. Modélisation du support

Les points complexes massiques de contrdle de la courbe :

1. ypr  sont my = —1+4\/§ + 1k, my =
RG(ZQ+p€i%> + gn = Re(zq) +

p COS (%T) + gm etmo = ZQ—|—pei% +1k;
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— i —~ 2 1
2. yn,sontng = zo+pe't +1k,n1 = %—1—51—&—0&

—~ ‘m 2
etng =z +pe "4 — %/{;

3. vp sont py = zsl—|—pcos(g) + 1k et p1 = zq +

pe_i% +1K;
4. v sont ¢y = zq + peﬂ.% + 1k, q =
.y 2 2
Re (zQ-‘-pe*U) + g/‘i = p cos (%) + %/‘i et
2 = 1—l—lff
q2 = 2 .

La figure[[3lillustre les courbes pour le support de la lettre
a de I’alphabet.

A

NPO
no

YN NQ P Hn1
mo
n2 =p1=4qo
mo )
|
=
|
y 2
_o.75 M T arQ 2 g ox

FIGURE 13 — Courbes de Bézier pour le support de la pre-
miere lettre de 1’alphabet

6.1.2. Cinématique de la courbe

Nous devons distinguer les cas ol la lettre est en début de
mot et le cas contraire. L’affixe du centre 2o du cercle v
est:

1+3
4

1+v3 1

4+4

z1 = - +:Im (zg—l—pei%)

6.1.2.1. La lettre en début de mot

Les extrémités sont deux points stationnaires. En utilisant
le théoreme 8] les points massiques de controle sont :

~ 1++3

mQ = — 1k
4

my = 0 + (0

6.1.2.2. La lettre n’est pas en début de mot

Le vecteur vitesse en My (mg) est unitaire tandis que
le point My (o) est stationnaire et nous sommes dans le
cas ou le théoreme [[7]ne s’applique pas, nous obtenons une
construction analogue 2 celle de la figure [[21 Comme solu-
tion, nous partons de la courbe 1 de la figure[TT]et utilisons
la similitude directe d’expression :

s(z)=az+b

Les valeurs de a et b se déterminent par la résolution du
systéme :

c’est-a-dire :

azg+b = mo
azo+b = mo
c’est-a-dire :
azop+b = mo
a(z2—29) = mp—ma2
c’est-a-dire :
azo+b = mo
mo—1ms2
a =
22 — 20
c’est-a-dire :
my—m
b = mgo-— 0 2,
22 — 20
mg —ma
a =
22 — 20

Soitwg =1, w1 = #ﬁ etwy = (1+\/§) (142). Nous
avons 29 = 1 +wok, 21 = 1 +wik et 2o =1+ wak d’ol :

1+/3
mog = s(z2) = -— 1
V3 o1
my = s(z1) = _T+ZZ
V3 o1
mo = s(z9) = _T+ZZ
d’ol :
mo = s(z2) + wak
m1 = s(z1) + wik
my = s(20) + work
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d’ou :
my = —1tx§ + (1+v2)(1+9)k
my = —§+12 1+\/§/{
4 4 2
my = —?—6—%2 + 1k

Soit vy la courbe de Bézier de points complexes mas-
siques de contrdle mg, m1 et mo. Nous avons :

mo=(3) (m=(3)) -
me=1(3) (2= (3))
V2

2_
16
d’une part,
H
d
t
d’autre part, mais :
ay 1
ai mo —ma2
20 ===lal=
H dt ( )H 4 lal 22 — 20 ‘
ﬁ

et le vecteur % (0) n’est pas unitaire. Pour remédier a ce
probleme, nous faisons un changement de parametre homo-
graphique h tel que :

> S
—~
= (=]
—_ =
| I
= (en]

1 (29)

=
—_
S
=
I

Comme :
_a(l—u)+bu
h(u) = c(l1—u)+du

nous avons a = 0 et d = b. Sans perte de généralité, nous
prenons ¢ =1d’ou :

bu
M= T T
et:
Lo b
h(m‘*«1—m+wm2
d’ou :

B (u)=b
et, via la formule (29), nous avons :

b=4

et les nouveaux complexes massiques de contrdle de la
courbe de Bézier y sont :

N 1+V38

mg = 1 + (1—|—\/§)(1+z)n
— V3 o1
mq _T+Z + 2(14‘\/5),%
— V3 o1
moy = _T+Z + 16K
et nous avons :
d
N
X (0)| =1
mais 1’affixe de vy (%) est :
18677088+/2 + 37837012 N
1485100369
198935232/2+ 89433328
1485100369 -
0,043 40,2502
et:
(w (3) =mo)ww (3) —mo =~ 0,590
(VN(%)—m2)’YN(%)—m2 ~ 0,227

6.1.3. Cinématique de la courbe

Soit z = %z. Les extrémités sont deux points station-
naires du cercle de centre 2 (zq) et de rayon p; = % En
utilisant la formule (24)), nous avons n; = 0+ Ok et :

%:Zsﬁ-mel% +1lk= §+2+4\/§z+ln
et:
2 = zo+prett +A (7% —2022—_22%9 H—z) K
%§+2i£62+Aﬂ+0m

Il reste & déterminer A\ pour que le point d’affixe v (%)
appartienne a la médiatrice du segment [Ny (ng) N2 (n2)].
Pour ce faire, en utilisant le théoréme [I4] nous avons :

o, = 20t 22 :£+lz
! 2 42
d’un partet :
n 2o+ A(141) 20
Y

ce qui conduit a :
1 A(=142)—2
—2v2 A1+ +1
1 =A+(A—=1)
—2v2 A+1l+XM

n3—mny
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d’ou :
e 1 =2A=(A=1)
BTMT T8 Arl-N
De plus :
no—n _QZ
0 2= 2
et:
V2
no—n2:—7l

— 21 > I’équation (26) devient :

—,\—(A—1)z@Z N
A+l—X 2

“A+A—=1)2 V2 — 0
i () T

En simplifiant par

2

qui est équivalente a :
“A-(A-1
A+1—-X
qui est équivalente a :
(A=A =Do)A+14+X) —
(=A+A=D2)(A+1=X) = 0

“A+A-1)2
A+14+ X

qui se simplifie en :
—2X*4+1=0

et nous obtenons deux solutions :

a-(44)

Il reste a trouver la bonne solution afin que le point d’af-
fixe ~y (%) appartienne au grand arc de cercle.

Les vecteurs d’affixes ny —ng et n3 —ng doivent étre de
sens opposé c’est-a-dire :

nr—n3(nr —ng)+(nr—n3)ny—ng <0

V2

Supposons que la solution est A = *5=. Nous avons :
1
=_(1
ng =5 (1+1)
d’ou:
I V2
I 3= 4
Or:
V2
zZQ0 — Ny =

d’ou:
nr—nz(ny—ng) +
(np—m3)nf—ng = \/54_1 > 0
donc la solution est A = —4 d’ou :
wy = —g (1+2)

Pour réaliser une jointure Gt —c! entre Yp €t yq en qo,
le point Q1 (¢1) étant fixé, nous déterminons les points de
contrdle de la courbe ¢ puis nous calculons ceux de vp.

6.1.4. Cinématique des courbes yp et v(

Les affixes des points de contrdle sont :

~ 2 2—+/2
qo:n2+u0m:—\/_+ \/_H‘MOH
4 4
et:
~ V2
q1 =Re(n2) +u1k= 4 THikE
et:

~ 1

G2 = q1+ |90 — qul +p2k = 5 + 2k
6.1.4.1. La lettre n’est pas en fin de mot L’utilisation
d’une courbe de Bézier rationnelle usuelle est possible pour
modéliser ce quart de cercle et nous avons pg = g = 1 et

=2 |21 — 22| = V21

H1
2

—

. dry N
et nous 1mPosons que le vecteur tangent —df (1) a Yq en
Q2 (g2) soit de norme 1. Nous allons effectuer un change-

ment de parametre homographique tel que :

h() = 0
h(1l) = 1

ce qui conduit a a =0 et d = b. En prenant ¢ = 1,]’expression
de h devient :

bu
h(u)= ———
() (1—u)+bdu
et:
1
R(1) =~
(1=
Nous posons ainsi :
b=v2-1

et les nouveaux nombres complexes massiques de contrdle
de la courbe 7y sont :



L. Garnier ', J.P. Bécar® / Courbe de Bézier i poids complexes 23

ro = ? 4\/_Z+ 1k

_ B VAV

T T f g

= 2

r2 = (\/_— 1) K
c’est-a-dire que les poids sont vgp = 1, v1 = w ot

2

vy = (\/5— 1) .

1l reste a réaliser la jointure G! entre vp et vg. Nous
obtenons :

g
—- O ((-3+2v2)7)

d’ou :
—
dvg

—=(0)

=3-2v2~0,1716
dt V20,

Il reste a construire la courbe «vp dont les nombres com-
plexes massiques de controle sont :

~ 2
Po %-&- + 1k
~ 2
p1 = %—H + ik
- V2 2-42
e
Nous avons :
d
P M1
ZEy = o2 —
@ = 2 mep
_ g (2-V2
H2 4

- M 2_\/5—2 7
K2 2

La condition :

— —
D 4y = D9 )
dt dt

conduit a :

Qﬂ (#) 1= (—3-1—2\/5)1

K2

et nous obtenons :
442

4+v2
'2(3-22)

“2:2“14(—3+2\/§) -

En prenant ;17 = 1, les nombres complexes massiques de
contrdle de vp sont :

~ 2

pPo = %—FZ + 1k

~ 2

p1 = %—H + 1

~ V2 22 442

p2 = —+ v+ K
4 2 (3-2v2)

6.1.4.2. La lettre est en fin de mot Dans ce cas, seul le
point Q2 est stationnaire. Les affixes des points de contrdle
sont :(refaire les calcyl, qg était faux)

q0:n2+aom—£+2 \/_Z+00I€
4 4
et:
~ 1
a1 :§+01fi
et:
qAé:%—Hm

Le centre du cercle est 29 (zq, ) avec :

2—/2
20, = —|— 7
2273 4
En inversant le sens des nombres complexes massiques de
contrdle, en utilisant la formule (28) du théoreme (16), nous
avons :

1

20 = qQ2 = 5

1

21 = q1 = 5
V2 2-42
2T = T

d’ou :
dy =2(V2+1)
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et:
og = 1
-2
o9 = A 0+ a2 Zﬂzz—b-z
42 —qo
= A(1+9)
= 0261%
_ loa|
g1 =
2|Z0—22|
= p2(V2+1)
d’ou :
e - Lo V2
T 1y
2v2+1
by =
4
co = \/5—1
3—-2v2
dy = 1

et les deux solutions de 1’équation :

2v2+1 — 22
%x2+(\/§_1)x+u:0
sont :

{1—772\/5;2\/5—3}

et la solution retenue est :

1-2v2
pr=—r—

d’ou :
1-2vV2 .
7 ¢

2v2 -1 ,5x
7 ¢

V2-4
= 11 (142)

et:

34+42
7

o1 =—

Finalement, les nombres complexes massiques de
contrdle de la courbe de Bézier y( sont :

~ V2 2-4/2 V2—4

q = T+ 4 7 14 (1+Z)l-’i
~ 1 _3_\/5

qa = 5 + f"‘i
~ 1

q2 = 3 + 1k

mais 1’un des points de rebroussement est sur le petit arc de
cercle entre gg et g2. Les nombres complexes massiques de
contr6le sont alors :

- V2 2—+2 4-+/2

q = T+ 1 " + 11 (149K
- 1 —3-22
= 2 + -7
- 1

q2 = 5 + 1k

c’est-a-dire que nous avons changer le signe du poids de gg.
Mais dans ce cas, Pour ¢ (0) = go, nous avons :

d
Q
—= (0
22 (0) (1)
ce qui ne convient pas. En fait, le point gg est un point double
obtenu pourt =0ett = 10_;7;\/5 ~(,558.
Pour vq (1) = g2, nous avons :
—
dvg
—/ (1) (0
(1))
Le second point de rebroussement est obtenu pour t3 =
442
g apour affixe :

~(,645+0,1262

3+7\/§+11—6\/§
20 20

Nous devons effectuer un changement de parametre ho-
mographique pour ne garder que la courbe correspondant a

1042v2, 1] , figure [

I’intervall
intervalle [ 93

Nous prenons c=1,d=bd’ou :

. 10+2v2
23
et:

%(1—u)+bu

(1—u)+bu

et nous avons deux choix naturels pour le calcul de b :

h:u+—

— prendre en compte en g (h (0)) ou g (h(1));
— imposer que le point d’affixe g (h ( % )) appar-
tiennent a la médiatrice des points Qg (qo) et Q2 (g2).

Comme la jointure est a I’intérieur d’une lettre, nous pri-
vilégions la régularité et résolvons 1’équation :

a (+(5)) ~w] = e (+(3)) =]

et la bonne solution est :

. \/5\/§+1(26—4\/§)—35—7\/§N0 080
B 161 o
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.1
3 dyg 0
4 dt )
K
2
) -~
27T 27 Mg (3)
/
% HQ a3
q1 G2
1 >
0.25 0.50

FIGURE 14 — Courbe de Bézier 7y sur laquelle un change-
ment de parametre homographique doit étre effectué.

Les nouveaux complexes massiques de controle de la
courbe de Bézier, notée yp, sont :

To

\/§+2_\/§z

4 4

116 — 55v/2
1058

142k

3ol

V5v2+1(6v2+122) —70v/2— 189
R
3703

N = S?

5V2+1(—12v2—244) + 546127
K
3703

et:
(1) 3_2‘/§+ 3—2V2
73\3 4 T2
et:
b (3) - = pn(3)-e
R(5) - = |r(35)-@
2(10-7v2)
- 1
~ 0,112
et:

dt

@(0)<3+2\/§_2\/5\/§+1Z>
7

et une valeur approchée de cet affixe est —0, 181z.

11 reste a construire la courbe vp dont les nombres com-
plexes massiques de contrdle sont :

~ 2

pPo = %"-’L + 1k
~ V2

p1 = T—H + Wk
- V2 o 2—-42

P2 = h— v+ ek
—

dvp

L affixe de o (1) est:

281 (py —py) =2EL (ﬂ) ?

2 H2 4

La condition :

N —
hr 1)~ 22 )
dt dt
conduit a :
ohn (—4=V2\ _3+2V2-2V5v2+1
M2 4 B 7
et nous obtenons :
406 +203v/2
po = —p

1
58v2—1161/5v2+1+174

En prenant ;11 = 1, nous avons po ~ 9,426 et les nombres
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complexes massiques de contrdle de «yp sont :

~ 2
po = %—H + 1k

~ V2

p1 = +1 + 1k

4
R — £+—2—\/§Z
p2 = 1 1

406 +203v/2 .
58v2—1161/5v2+1+174

La figure illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la lettre a de 1’alphabet seule.

|
2|

E
Il
=)

q1 ‘ )

YQ 42 0.7

FIGURE 15 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la a.de I’alphabet seule. Les points d’affixes na et pg
sont stationnaires alors que les mémes, d’affixes p; (ce n’est
pas un point de la courbe) d’une part et pa = gg d’autre part
ne le sont pas

La figure illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la lettre o de 1’alphabet seule.

Le tableau 3 regroupe les nombres complexes massiques
de contrdle de la courbe vy pour la modélisation de la lettre
ac.

Le tableau [ regroupe les nombres complexes massiques
de contrdle des courbes v p et g pour la modélisation de la
lettre a.. La courbe yp n’a qu’un point stationnaire (pg) mais
ses nombres complexes massiques de contrdle dépendent de
la courbe .

Le tableau [§ regroupe les nombres complexes massiques
de contrdle de la courbe ~y;; pour la modélisation de la lettre

a

A

Nf’(ﬁpl
ng
TP

é

YN =70

mo mi
n2g\yP2 = qo
mo ‘ )
q1 q2 ‘
8 ™ e 0.8

FIGURE 16 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la a de 1’alphabet au milieu d’un mot. Les points
d’affixes mg, ng et pg sont stationnaires alors que les
mémes, d’affixe m et p; (ce n’est pas un point de la courbe)
d’une part et po = gg d’autre part ne le sont pas.

6.2. Lalettred

La seule différence avec la lettre a. concerne la courbe
p : NOUS avons :

~ 2

po = % + 22 + 1k

~ 2

p1 = % + 22 + 1k

~ 2 2—v/2

5o A
et il reste a calculer po via la relation :

dry, d
Q TP M1
—=0)=——(1) | 2— —
2 (0)= <1 ()( " p1>>
et nous obtenons :

1218 +203v/2

M1
58v2—1161/5v2+1+174

En prenant p; = 1, nous avons po ~ 20,470 et les
nombres complexes massiques de contrdle de yp sont :

~ 2
pPo = %"-’L + 1k

~ 2
P11 = %"-’L + 1k

o £+2—\/§
p2 = 4 1

1218 +203v/2 -
58v/2— 1161/ 5v2+1+174

La figure [I7] illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la lettre d. de I’alphabet seule.

H2 = —

2
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Points | Un seul point stationnaire | Deux points stationnaires
— 1 3 1 3
mo | — +4\/_+(1+\/§)(1+z)n — +4\/_+Fi
— 3 1
m —% +Zz+2(1+\/§)m 0+ 0k
_ V3 1 V3 1 V2
mo -1 —0—1744—16/{ —T-l-zl-‘-?(l—l)l{

TABLE 3 — Nombres complexes massiques de controle des courbes vy, vp et v pour la modé€lisation de la lettre a.

| Points | Pas de point stationnaire pour yq |

Un seul point stationnaire pour yq |

- V2 2-V2 V2 2—-v2 116—55v2
Ay 1 Ay 1
"o g T e Rl e T G
_ vz V2(v2-1) 1 V/5vV2+1(6v/2+122) —70v/2 - 189
" T 2 " 2" 3703 &
_ 4-+2 2 1 VBV2+1(—12v/2—244) +546v/2 -7
-1 -

79 1 +(\/§ ) K 2—1— 3703 K
o \/—§+z+1m Q—O—z—l—lf{

4 4
D1 Q—I—H—lﬁ Q—O—z—l—lf{

4 4
- V2 2-2 442 V2 2-42 406 + 203v/2
P2 — + 1+ K| —+ 1— K

4 2 2(3-2v2) 4 4 582 — 1160/5v/2+ 1 + 174

TABLE 4 — Nombres complexes massiques de controle des courbes vy, vp et v pour la modé€lisation de la lettre a.

| Points |
%:g+2+4\/§l+1ﬁ
n1 =040k
ﬁ;zg—O—Q—;@z—g(l—H)m

TABLE 5 — Nombres complexes massiques de controle de la
courbe 7y, pour la modélisation de la lettre a.

6.3. La lettre q

La seule différence avec la lettre a concerne la courbe v p,
remplacée par un segment et la suppression de la courbe .

Les nombres complexes massiques de contrdle de la

courbe yp sont :

-~ 2

po = \/———i—z + 1k
4

o= 0 + Okr

Py = Q -2 + 1k

4

27

La figure [I8] illustre les courbes de Bézier rationnelles

pour tracer la lettre q de I’alphabet seule.

Il reste a modéliser I’attache finale composée :

— d’un quart de cercle ¢ de rayon pg = % de nombres

complexes massiques de contrdle qg, g et g2 ;

— d’un segment vr de nombres complexes massiques

de controle rq et 771 ;

— d’un quart de cercle yg de rayon pg = % de nombres

complexes massiques de contrdle sg, s1 et $2.
avec les conditions suivantes :

— le point gq est stationnaire ;
— la jointure entre v et yg est gl-ct;
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28
21 4+
Ponm
P
1
YN mi=ni = o

mg

M n2gNp2 = qo
mo q2

q1 } )
0.7 e ogr

FIGURE 17 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la lettre d de ’alphabet seule. Les points d’affixes
N2 et pg sont stationnaires alors que les mémes, d’affixes p;
(ce n’est pas un point de la courbe) d’une part et p2 = qg
d’autre part ne le sont pas

— la jointure entre R et yg est at-ct;
— silalettre :
— n’est pas en fin de mot, le vecteur vitesse en sg est
unitaire :
— est en fin de mot, le point so est stationnaire.

Concernant 'YQ, nous avons :

-~ _n_\/§+2+\/§Z
q = q1 = O—_4 4
et:
142 142
2= —(F T ¢

Concernant yg, nous avons rg = rg et :
1+2 N 2—2
4 4

Concernant g, nous avons sg = pj et So = % et s1 dépend
de la position de la lettre dans le mot.

1= 1

ZA Po 1

ng

YP

YN m=ni=0
m2
/ﬁnz
S —>
TM_g 5 | 0.5
.
—21 + ADP2

FIGURE 18 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la lettre q de I’alphabet seule. Les points d’affixes
ng et pg sont stationnaires alors que les mémes, d’affixes p;
(ce n’est pas un point de la courbe) d’une part et p2 = qg
d’autre part ne le sont pas

6.3.1. La lettre n’est pas en fin de mot

6.3.1.1. La courbe g Nous avons s1 = # et yg est

une courbe de Bézier rationnelle quadratique a poids réels,
nous prenons comme poids (g =2 =1 et = 4 Nous
avons :

—
dvy V2-1
—df“)( 7 )
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et effectuons le changement de parametre homographique

suivant :

b Su

h =
s () 1—u+bsu

qui laisse invariant I’intervalle [0; 1] et permet de modifier le
vecteur vitesse en 0 ou en 1. Nous avons :

1
Y = —
s (u) bs

et nous prenons :

S

1
[ e
o 2

et les nouveaux nombres complexes massiques de controle
sont :

_ 1+v2 2—-2
= = +4f+ 4*[2 .
~ 1+v2
S1 = 4
+ 2_4\/§m (30)
- 3
S9 = Z
+ 3_jﬂm
et:
dis ) - Z3+2v2,
dt o 4
—
dvs _

6.3.1.2. Lacourbeyr Lacourbe yg estune courbe de Bé-
zier rationnelle de degré 1 (i.e. une « combinaison convexe
pondérée ») de la forme :

(1=t)ro+&1try

t) =
2R (1) T—t+é&rt
d’ou :
§1(r1—7o
sh(p) = ST
(I—t+&1t)
et:
zp(0) = & (r1—ro)
T KL —T0
zp (1 =
R (D =
Comme nous avons :
—
D5 ) _ Z3+2V2,
dt - 4
et:
1-2V2
r—rg=——1

4

d’ou

1-2v2  —3+2V2
g~ 4

d’ou
& =54+4V2
et les nombres complexes massiques de contrdle de -y sont :

- 1+v2 142
o= Tty

- 1+v2
no= Tyt

+ (5+4\/§)/{

T + K

2-2 (3D

1

6.3.1.3. Les courbes v et v Nous devons déterminer
les poids a1 de g1 et ap de g2 via le théoreme [[71 Nous
avons :

dy =22
et:
V2 (1+2v2)
o] = — 7
et:
L.
a2 = pe 4
ce qui conduit a :
W2 V2
w = Tty
7
bO = g
V2
v = 3
1
dO = g

et I’équation a résoudre est :
T2* +4V22+1=0

et I’ensemble des solutions est :

g 1+2v2 1-2v2
=TS Y

Nous prenons :

C1+2V2
pr=——=
d’ou :
4+2
ay=— (142)
et:



30 L. Garnier *, J.P. Bécar® / Courbe de Bézier a poids complexes

g =
avec 7 (0) = qo et yg (1) = g2 et F2(0) = 0 mais g2
est un point double obtenu pour 1 et :

_15—-2V2

to 31

~ 0,393

—>
et D2 (1) (4).

Dans un premier temps, nous faisons le changement ho-
mographique :
hqg (u) = tou

qui envoie Iintervalle [0; 1] sur [0; tQ] .Nous avons ag =0,
bg =tg etcg = dg = 1. Les nouveaux nombres complexes
massiques de contréle sont :

=~ V2 2442

lo = T+ 1" + K

Do Y2 o2+ve 8+V2

L] 4 31

~ 14+2 116 — /2

la = +\/_(1+z) + 7\/_(1—&-1)/4
4 4

mais nous avons :

—

dry 15+2v2
— (——7 )

et:

—
dry 114642
O (_ 4 Z)

et nous devons faire une changement de parametre homogra-
phique Ay, qui envoie [0; 1] sur [0;1] de la forme :
br,
h =
A 1l—u+bru

ce qui donne :

d’ou :

_15+2\/§Z
7

_11+6\/§Z
4

564 — 272/2
343
et les nombres complexes massiques finaux de controle

sont :

~ Q+2+\/§Z
4 4

~ V2 2442

tp, = —_— 17
4 4

128 — 52v/2

e e 32)

343

~ 1 2
la = +4\/_ (142)

4064 — 2680+/2 (1405
16807

La figure illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la premiere partie de I’attache finale de la lettre q
qui n’est pas en fin de mot.

A D
IN a3 /\ VI

P

FIGURE 19 — Courbes de Bézier ¢ et yr pour la cinéma-
tique du tracé de la lettre 9 Les points d’affixes ma, na et
po sont stationnaires alors que les points d’affixes p; et g1
(ce ne sont pas des points de la courbe) ne le sont pas.

La figure illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la lettre q qui est en début de mot et qui n’est
pas en fin de mot.



L. Garnier ', J.P. Bécar® / Courbe de Bézier i poids complexes 31

delcontrdle, inspirés de la formule (30), sont :
~ 1 —
so = +\/§—|—2 \/52 + ook
4 4
51 = 3 + a1k
1 = 1 1
~ 3
S9 = Z + 1x
et {1 reste a déterminer les poids «g et a1 . Pour ce faire, nous
utiflisons le théoreme (I7) en changeant les rdles de zq et 2o
quj devient stationnaire. Nous avons :
dy =2(14+V?2)
e
1 442 2-2
- a=—g ot !
mi=ni=pi=0
et
2—+2
=222,
4
et
5z
ag = poe *
d’¢u:
. 2v2-1 2
ag = — — —
4 4
14+2v2
bp = —
4
cg = \/5— 1
3—2V2
d = ———
4
et |’ensemble des solutions de I’équation :
1+2v2 3—-2v2
;\/_112_,_(\/5_1)1;_,_7\/_ -0
4 4
—21 4 ADp2 estl -
1-2v2
Ss= {77\/_;—3—%\/5}

FIGURE 20 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la lettre 9 Les points d’affixes mag, na et pg sont
stationnaires alors que les points d’affixes p; et q1 (ce ne
sont pas des points de la courbe) ne le sont pas.

Nous prenons :

po=—3+ V2
d’otr :
8z —4+3V2
6.3.2. La lettre est en dernitre position o =poe =5 (1+2)
et:
Nous reprenons les courbes -y et 7y du sous- a1 =1-v2

paragraphe [6.3.1l les nombres complexes massiques de
contrdle son donnés par les formules (32) et (31). Les points et les nombres complexes massiques de contrdle sont :
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~ 1+v2 22
so) = 1 + 1 7
—4+3v2

+ _;\/_(14—1)/»@
~ 3 (33)
S1 = Z

+ (1-v2)k
S = Z + 1k

et la figure 21lillustre les courbes de Bézier rationnelles g
etyg.

>)t2 =10
(A
2 ~
S P
TR
- = _S3
e ~A
'/
S0 = V1
72
Vs
S1
|
I T—
0.5 52

FIGURE 21 — Courbes de Bézier rationnelles vy et g pour
la cinématique du tracé de la lettre qen fin de mot.

La courbe admet un second point singulier d’affixe :
oo 2t V2 L
T4 T
et le point d’affixe sg est un point double obtenu pour t =0
et:

to = % ~ 0,453

et nous allons faire un changement de parametre homogra-
phique hg envoyant I’intervalle [0;1] sur [tg; 1] de la forme :
cgts(1—u)+u
hs (u) = estg(l-u)tu
cs(l—u)4u
et nous allons déterminer cg afin que la jointure entre yp et
YU =g o hg soit G'—Ciie.:

d d h
YU _ ! Ysongs
T (1) = hs (w). L2 (w)

et le changement de parametre homographique ne change

pas la nature d’un point stationnaire. Nous avons :

1
h%(u)zm
d’un part et :
W_g(l) (—3+2\/§>
dt 4
W—‘;(o) (—1+2\/5>
dt cs
d’ou :
er =204 16V2
et:
ar =8(1++2)

et les nombres complexes massiques de contrdle sont :

& oo V2 2-Vv2
o= 4 4
+ 8(443v2) (1+1)k
_ 3
- ° (34)
ul 1
+  4(1+V2)k
~ 3
sy = 1 + 1k

et la figure 22]illustre les courbes de Bézier rationnelles pour
tracer la lettre q qui est en début et en fin de mot.

6.4. La lettre ¢

Par rapport aux autres lettres, la courbe yp n’existe plus
et le point gy = no est stationnaire. Il reste a distinguer les
cas ou la lettre est en fin de mot ou non.

6.4.1. La lettre n’est pas en fin de mot

Le point initial est stationnaire et le vecteur vitesse a la se-
conde extrémité est de norme 1. Nous reprenons la méthode
utilisée dans le paragraphe Nous commengons 2 uti-
liser le théoreme [I7] avec :

“ = §+2_4\/§Z o
q = §+2_4\/§z + oK
@ = 5 + o2k

Le cercle a pour centre {23 d’affixe :

1 2—+2
L2oV2

7
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TN

M

—21 + LAP2

FIGURE 22 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la lettre 4 Les points d’affixes ma, na, pg et wa
sont stationnaires alors que les points d’affixes p; et g1 (ce
ne sont pas des points de la courbe) ne le sont pas.

2
. Nous avons alors :

et de rayon p3 =

3
arg (a2) = 2T
et ag = ggelsTﬂ. Nous avons :
dy =2 (V2+1)
et:
a1 =02 (V2+1)
Nous avons :
Uy = V22 + 2= ﬂz

et:
B 2+\/§+2—\/§Z
=3 8
Nous avons :
N RV 1Y
0= 1 1
2v2+1
bo _—
4
cg = \/5—1
3-2V2
do 1

et I’équation :

2241 3—2v2
D22 (Va-t)at B2

=0
4

admet comme ensemble de solution :

S—{ﬂ;—:ﬂzx/ﬁ}

Nous choisissons :

1-2V2
- 7
d’ou :
o = 3+2V2
1= 7
et:
N 4—\/5_4—\/§Z
27T 14
Nous avons :

o (g) (M7 )

et le second points de stationnaire est :

<11—\/§ 3+2V2 >
a3 - v

20 20

et la figure 23lmontre tous les éléments de la courbe 7).

L’image du complexe g2 est un point double obtenu pour
13—2V/2
3

les valeurs de parametres 1 et t1 = —o3 ~0,442.

Nous allons effectuer un changement de parametre homo-
graphique envoyant [0; 1] sur [0;¢3] via la fonction :
hs :ur— t3u

d’ottag =0, bg = t3 et cg = d3 = 1. Les nouveaux nombres
complexes massiques de contrdle de la courbe g sont :
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A

IS

—0.50 —0.25

0.25 0.50

FIGURE 23 — Courbe de Bézier ~y(; sur laquelle un changement de parametre homographique doit tre effectué. Le point d’affixe

qo est stationnaire alors que le méme, d’affixe g; ne I’est pas, ce n’est pas un point de la courbe

- 2 2—2
o= %+ 4f“”i
= £+2—\/§Z 5+\/§n
L= 7 4 23
. 1 116—55v2
= — 71_
"2 5t Toss (L TUK
mais nous obtenons :
—
d’yR(l) 13+2v2
dt 7
et:
d
R
2 || ~ 2,261

Pour obtenir un vecteur vitesse unitaire, nous effectuons
un nouveau changement de parametre homographique hy
laissant invariant I'intervalle [0;1] d’ott ag =0, ¢4 = 1 et
dg = by. Ainsi :

h 40U > 1)47'“
1—u+bsu
et:

1
/ —

L affixe du vecteur vitesse en 1 est :
13+2v2
7
d’ou :
_1342V2
7

et les nombres complexes massiques de controle de la courbe
~s sont :

by ~ 2 261

~ V2 2—4/2

fo = gt vt
s1 = Q—G-Q_ﬁz 3+\/§l€
L= 7 1 7
S5 = 1—|—4_\/§(1—Z)/‘i

2 14
et la figure 24lmontre tous les éléments de la courbe ).

La figure illustre les courbes de Bézier rationnelles
pour tracer la lettre o de 1’alphabet seule.
6.4.2. La lettre est en fin de mot

Le nombre complexe massique gz = % + wak est station-
naire. Nous avons donc :

w0 = g +2 —4\/5Z + Ir

a = 0 + (/1

~ 1 V2

@ = 3 + 5 (1=-9k

et:
1 1 10—7v2
e (3) ~w| =pe(3) -e|= "5

7. Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons introduits les courbes de
Bézier rationnelles quadratiques planes a poids complexes.
Nous avons alors adapté 1’algorithme de De Casteljau afin de
subdiviser une courbe de Bézier sous forme standard en deux
courbes de Bézier sous forme standard. Nous avons modé-
lisé des arcs de cercles avec un ou deux points extrémaux
et avons appliqué les résultats a la cinématique de 1’écriture
des lettres cursives a, c, d. et 9

Dans un futur proche, nous comptons continuer 1’étude
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T3
f /N
-
ro 1
~ Q3
S N
dvr 1
2 dt (1)
| | | : > >
b 0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

FIGURE 24 — Courbe de Bézier yg avec le premier point stationnaire et ayant en dernier point un vecteur vitesse unitaire. Le
point d’affixe rq est stationnaire alors que le méme, d’affixe 1 ne 1’est pas, ce n’est pas un point de la courbe.

_)
mi=ni=20
n2 = S0 YNS1
82‘
—/ |
s 0.6

FIGURE 25 — Courbes de Bézier pour la cinématique du
tracé de la lettre c en début de mot. Les points d’affixes no et
sp sont stationnaires alors que le point d’affixe s; (ce n’est
pas un point de la courbe) ne ’est pas

des courbes de Bézier rationnelles quadratiques a nombres
complexes massiques de controle en étudiant les points
double, d’inflexion et de rebroussement. Nous comptons
caractériser les courbes de Bézier rationnelles cubiques et
quartiques pouvant s’écrire sous la forme de courbes de Bé-
zier rationnelles quadratiques a poids complexes.
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